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ГЛАВА ХХШ. 
БЕСКОНЕЧНО БЛИЗКИЕ ИНТЕГРАЛЫ. 


Изучение функций, определенных диференциальным уравнением, во 
всей области их существования является задачей, полное разрешение 
которой невозможно при современном состоянии анализа. Однако, огра- 
ничившись изучением интегралов, бесконечно близких к уже известному 
интегралу, удалось получить чрезвычайно интересные результаты. Именно 
таким путем А. Пуанкаре в своих замечательных работах, посвященных 
„Задаче о трех телах“ *, доказал существование бесконечного множества 
периодических решений и решений асимптотических к периодическим. 
Разыскание решений, бесконечно-близких к известному решению, при- 
вело его к системе линейны‹ дниференциальных уравнений, которые он 
называет уравнениями в вариациях; аналогичная система для уравнений 
с частными производными была ранее рассмотрена Г. Дарбу ** под назва- 
нием вспомогательной системы. Результаты А. Пуанкаре были с тех 
пор использованы Пенлеве *** и другими математиками при решении за- 
дачи чистого анализа, а именно при образовании диференциальных 
уравнений с неподвижными критическими точками. 

В этой главе после изучения интегралов системы диференциальных 
уравнений, рассматриваемых как функции начальных значений, мы дока- 
зываем основную теорему А. Пуанкаре. Это исследование было уже 
проделано {П, 8 387) в случае, когда правые части являются аналити- 
ческими функциями. Мы возвращаемся к нему в общем случае, поль- 
зуясь методом последовательных приближений Пикара, который требует 
наименышнего числа предположений и очень просто приводит к цели. 


1. УРАВНЕНИЯ В ВАРИАЦИЯХ. 


457. Дополнения к теории линейных уравнений. Изложим сначала 
несколько замефаний о приложении метода Пикара к линейным уравне- 
ниям. Рассмотрим для определенности систему двух линейных уравнений 

ау 


42 
ак “УР 62-е, реа + В а-Е с, (1) 


где а, 6, с, а, В:, с, — непрерывные функции действительного пере 


* Аа татетанса, +. ХШ, 1590; [ез пб офез понуее$ 4е 1а Мёсанане сё- 
1е54е, +, Ге ПЬ 

** Сотрёез геп4и$, 1 ХСУТ, 19 тагз 1833, р. 766; №4= Х! Чи Томе ПУ 435 
„есопз зиг 1а вое обибгае Чез зиМасе5“, р. 505—516. В мемуаре ХХШ тома 
Алпаез 4е РЕсойе Могтойе (3-я серия, 1905) я распространил основную теорему 
А. Пуанкаре на некоторые системы уравнений с частными производными. 

*** ВиЦейп ае {а Золе тайётандие, +. ХХУШ. р 201; Аба татетайса, 
Е. ХХУ, 1902, р. 1—85. 
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менного х в интервале от № до х, > хо. Для приложения метода 
Пикара к определению интегралов, принимающих значения жи 2 
прн х = х,, можно взять за первые приближенные значения этих ин- 
тегралов вместо самих начальных значений две произвольные функции 
и (х} и з.х,, непрерывные в интервале (х,, х:}. Итак, мы полагаем 


х . 
51 (^) = | Ган -- 5 (И-] а 


т 


РТ 

х 

4 \ [а ис] аь 

т} 

причем в а, 6, с, а), 81, с, х заменено через #; далее, для п> 1 


Уи (к) == о \ (ау, 1 (0 + 62,1 (9 + с] 4, 


х 


> 


—х 


2, (х) == 20 + \ [1,1 (0-62, _1 (9 с1] 44. 


№ 


Все эти функции у,, 2,, Очевндно, непрерывны в иптервале (ху, м1). 
Пусть М будет верхней граннцей абсолютных величин коэфициентов 
а, 6, а, 6. в интервале (х,, х:), а Н — верхней границей абсолютных 
величин у —ии 2, —® в том же ннтервале. Отсюда непосредственно 
следует, что в любой точке интервала (хо, х:) мы имеем 


[Уз (х) — у, (<) |2 ИН (х — хо), 
[25 (х) — 2, (х) |< 2МН(х — Х); 


далее, можно последовательно удостовериться, что, каково бы ни 
было п, 


2мМ(х—х.)"-1 
у, (х} — У, ‚отн АЕ ’ 


12М (х— м)" 1 
(п— 1)! 


|2 (х) — 2-1 (*) | <нН 


Рассуждение заканчивается, как в общем случае (П, 5 389); 
У„ И 2, равномерно стремятся к пределам у (х) и 2(х), которые 
являются интегралами системы (1), принимающими значения у и 2 
при х=х.. 

Для краткости назовем функцию Р(х) действительного переменного х 
преобладающей (доминантой) относительно другой функции Х(х) 
в интервале (а, В), если Е (х) положительна и превосходит абсолютную 
величину { (<) для любого значения х в этом интервале. Заменим в снс- 
теме (1) коэфициенты а, 6, с, а}, В, с, непрерывными функциями А, 
8, С, А,, В, С., которые были бы соответственно преобладающими 
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{доминантами) для предыдущих в интервале (ху, х,), и займемся разыс- 
канием интегралов новой’ системы: 


ЧТ ду ВЕ С, 

ах (2) 
42 

че = А.Г В, 2 С, ] 


которые при х==х, принимают положительные значения У и Ёу, со- 
ответственно большие, чем |у| и |25!. Если взять за первые прибли- 
женные значения функции И(х) и У(х), которые были бы соответст- 
веино преобладающими для и{(х) и 9(х), то легко шаг за шагом про- 
верить, что все последовательные приближенные значения У,(х), 7„(х) 
интегралов новой системы положительны в интервале (ху, м1) и явля- 
ются преобладающими для приближенных значений того же порядка 
У, (Хх) н 2,(х) интегралов первоначальной системы. Интегралы У(х! и 
7 (х) системы (2), принимающие при х==ху значения У и Су, являются 
вследствие этого во всем интервале (ху, х1) преобладающими лля первонз- 
чальных интегралов у(х) и 2(х) системы (1). Выбирая А, В, С, А. В,, С; 
положительными постоянными, получаем вспомогательную систему с по- 
стоянными коэфициентами, из которой легко вывести границы для абсолют- 
ных значений интегралов системы (1) в интервале (ху, х/). Заметим также, 
что это рассуждение без труда распространяется на комплексную область, 
когда а, 6, с, а-, 6., с, — голоморфные функции от х в этой области. 

Добавим еще последнее замечание, которое можно распространить 
на систему любого числа линейных уравнений. Пусть будет у’ —= ау-|- 6 
линейное уравнение, причем коэфициенты @ и 8-- непрерывные функ- 
ции в интервале (ху, х,), Х, > хо, и первая положительна, и пусть У(х) 
есть интеграл этого уравнения, равный у, при х==хо. Если за первое 
приближенное значение взять функцию #(х)= У(х) во всякой точке 
интервала, то все остальные приближенные значения у, будут также 
меньше или в крайнем случае равны У(х). Это свойство немедленно 
следует из рекуррентного соотиоштения 

я 
Ух) — у, (х) = а(В [УВ —У,.1 (014 
ЖФ 

и из предположения относительно первого приближенного значения. 

458. Приложение к полулинейной системе. Рассмотрим систему сле- 
длующего частного вида: 


ау 
ях == 4х, У), 
42 } (3) 


де У, | 


где /(х, у), 9(х, У), Ф(х, у) — три функции переменных хи \, 
непрерывные при изменении х и у в интервалах (5 ха), 
{У— 5, УЕ 6); аи 6 — два положительных числа; кроме того, предполо- 
жим, что функция /(х, у) удовлетворяет относительно у условию Лип- 
атица в этой области. Чтобы получить интегралы системы (3), принимающие 
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соответственно зиачения У; и 25 при х=-Хо, естественно поступить 
следующим образом. Будем искать сначала, например методом Пикара, 
интеграл первого уравнения, равный уу при х==х.. Пусть этот инте- 
грал, непрерывный в интервале (хо, Хх, +), есть У(х); здесь й поло- 
жительное число меныще или равно а. Заменяя затем у через У(х) 
во (х, У) и Ф(х, У), получим при помощи квадратур интеграл 2 (Хх) вто- 
рого уравнения, принимающий значение гу при х==х,. 

Но можно также приложить метод последовательных приближений 
ко всей системе (3), принимая уз за первое приближенное значение у, 
и произвольную постоянную К — за. первое приближенное значение 2; 
т. е. мы полагаем: 

х 


ия д, аа 9К+ 0, а 


и вообще 
- АУ, Уп- 1 (1) 41, 


Когда п безгранично возрастает, у в интервале (х, х› -- #) равномерно 
стремится к У(х); мы хотим показать, что 2„ тоже стремится равно- 
мерно к 2(х). Это, несомненно, справедливо вследствие общей теоремы 
(6 389), если Ф(х, у) иф (*х, у) удовлетворяют условию Липшица 
относительно у, но это последнее предположение не нужно, и доста- 
точно предположить, что функции 9(х, у} и Ф(х, у) непрерывны. 
В самом деле, мы имеем 


х х' 
Ри +91 У(1] 2 (8) уе НФ У(0] 46 
сравнивая эту Формулу с формулой для 2„,(х), получаем: 


Е аб 4 РОО уе, и + 


% 
х 
НН, УФ 5,10} 46 
о 
полагая 7 (х) —2,(х) =6,(х), можем переписать предыдущее соотноше- 


ние в таком виде: х 
8, (5х) =\ ф [#, Уп-1 (1)] 6, 1( 8 4#-- 


--} {6 У] —ф 9 [Ь ур 


++, УФ у, 0 а 


№ 
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Коэфициент при д,_:(/) пол знаком \ по абсолютной величине 


меныше некоторого положительного числа М, так как У„_1(В остается 
между у— би у -Ё В; с другой стороны, сумма остальных членов под 


знаком \ равномерно стремится к нулю, когда п неограниченно возра- 
стает, потому что у, равномерно стремится к У. Выберем теперь целое 
число р так, чтобы абсолютная величина выражения 

{2 [9 Уф ЕО У У] - 9 [В У, 10] 
была меньше данного положительного числа }, каково бы ни было Ь 
если только пр. Выбрав м р таким образом, рассмотрим после- 


довательность функций А, 4, (х), ..., 4 (%),... з определенных 
рекуррентным соотнощениёи 


А, (= [МА, (0-9! (Пр Р1,... 


№ 


я предположим, что мы взяли &,_,(х)=|8,_,(х)|. Можно шаг за ша- 
гом проверить, что все функции А „(х), А, х),... являются соответ- 
ственно преобладающими для 8,(х), бр+1 (х),... Но когда п неогра- 
ниченно возрастает, А,'х) равномерно стремится к тому интегралу ли- 
нейного уравнения у’ = Му --), который обращается в нуль при х=ху, 


^ , 
т.е. к м =" х) —1}. Можно, следовательно, найти целое число т, 


достаточно большое, чтобы при пр + т выполнялось неравсиство 


„'Х)| =^ {ЕМ(и-м) — 1 } + в, 


где = — произвольное положительное число. Это неравенство будет и по- 
давно справедливо, если заменить А,(х) через д, (х). К тому же можно 


^ 
предположить, что р выбрано таким образом, что ие —1} 


меньше &, так как \Х можно выбрать как угодно малым. Абсолютная ве- 
личина 8,(х) = (х) —2,„(х) таким образом меньше 2е, если только 
п=р--т; следовательно, г„(х) равномерно стремится к 7 (х\, когда п 
неограниченно возрастает. Ясно, что вместо интервала (ху, ху - й) этот 
метод можно также ‘приложить к интервалу (хх —#, х-|-й); если при- 
ближения равномерно сходятся для у,; то. то же самое будет и для 2,„. 
Теорема распространяется, очевидно, на систему А -- р уравнений та- 
кого‘ вида: 

Чу; 


ЕЕЕЛ(, У, 24), ЕТ, 2,...,п), (= 1,2,...,р) 


р | 
А = фы (№, У. У, 21 +... | (4) 
) 


... Фар (М, У У, 2, + 4, С°, У У}, 
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где функции Х, ©, Ф непрерывны в некоторой области О, и где функ- 
ции / удовлетворяют в этой областн условию Липшица относительно У,. 
Если применить к этой системе метод последовательных приближений, 
то они сходятся в том же интервале, как и приближения для одних у,, 
причем сходимость равномерна *, 

459. Интегралы как функции начальных значений. Вернемся для 
определенности к диференциальному уравнению первого порядка 


> х==Л(х, У), (5) 


где по предположению }(х, У} удовлетворяет обычным условиям в обла- 
сти О, определенной неравенствами 


а—а==х=<<а-а, В 6=<у=<В |6. 


Возьмем систему начальных значений (ху, Уз), принадлежащую этой 
области. Последовательные приближенные значения интеграла, у, у.,..., 
У„›... остаются заключенными между 8 —би В- Ь, если только 


[У — 81-Е М|х— ж| < 8. 


Чтобы в этом убедиться, достаточно повторить рассуждения $ 389; 
точно так же доказывается, что у„(х; Хо, Ус} равномерно стремится к пре- 
делу $(х; хо, Уо) в области О’, определенной условиями 


аакка--а, алакю аа Ви ВЬ, 
[Уд — В+ М|х— хи. 


Эта область О’ содержит в частности область 0”, определенную не- 
равенствами 


Ь 
|х—а| <; |%— а] |—Й «5, 


[и 
где # — меньшее из двух чисел а и м Последовательные приближенные 


значения у„(х; Хо, Уо) являются, очевидно, непрерывными функциями от 
Хо, У» в этой области, и, следовательно, интеграл у==Ф(х; ху, Уз), 
обращающийя в уу при х==ху, является непрерывной функцией от 
Хой у. 

Для доказательства, что эта функция допускает производные по ху 
и Уо, мы предположим, что Их, 5) допускает непрерывную производ- 
ную 1, (х, 5). Пусть | 
ф 95 

и =— 


2 — ‚ -= 
9х0 ЗУ 


* Свойства, которые будут установлены в следующих параграфах, послужили 
темой для значительного количества работ, перечень которых можно найти в ме- 
муаре Е. Со{ол по этому вопросу (Вийейт ае [а Зосвв тае+втайдие, 
+. ХХХУИ, 1909, р 204 её +. ХХХУП, 191, р. 4). Метод, которому я следовал, не 
отличается существенно от метода Коттона. 
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те производные, существование которых мы хотим установить если 
зти производныз существуют, они удовлетворяют диференциальным 
уравнениям 

Я: , аи , 

—_—- = Хх . — и Хх 

че == “/,(х, У} ду НИЛ, (Х, У), (6} 
которые немедленно выводятся из уравнения (5). Таким образом мы 
пришли к изученню системы трех диференциальных уравнений (5) и (6) 
Возьмем за начальные данные 


У=У, 2==1, и=-—У(Хь, №) 
для х=х,. Но это как раз система того вида, который рассмотрен 
выше. В силу непрерывности функции 7, (®, 5) мы можем приложить 


доказанную теорему; применение к этой системе метода Пикара приво- 
дит к приближениям, равномерно сходящимся в той же области 0”. Для 
приложения этого метода возьмем ‘за первые приближенные значения 
У==уУ» #==1, и==0 и положим: 


1 (х) == НАЛ У) аь дя НАЛ, хода, и == УЦ, 90); 
затем вообще р | 


Уи (%) = У + \ ЛЬ У, 1 (0 а6 


Сначала имеем: 


х 
И ОА В | +в, 


3.0 30 
% 
и дальше; х 
% м зу, 
Ло) | Л, а 
о 9 
х “о } 
ЗУ |. | ? у —1 
< = ГЕ 8] ——= а, 
о 1 Й Л ‚ Ун—1 { )} 90 
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и таким образом мы убеждаемся шаг за шагом, что, каково бы ни 
было п, и, и, 
9хо 9. 0 

Но предел у„ есть интеграл у = (х; ху, Уз); так как г, и и, равно- 
мерно стремятся к своим пределам, эти пределы г и ий представляют 
частные производные интеграла Ф (х. ху, У0) по Хо и Уз, и эти произ- 
водные непрерывны в области, которая была определена выше. 

Легко получить выражения этих производных. В самом деле, если 
в уравнениях (6) заменить у через % (х; ху, У), то интегралы этой сн- 
стемы, принимающие начальные значения Ти — (4%, У) при Хх==ху, 


получаются иепосредстеенно: 
х 


Грей 


и 
2 О ом 
У 
х ; 
55 Гу. 9 в; хо удр4 
х № 
== ==-А(х., е 
хо -7{ 0 У) 


Эти формулы показывают, что Ф (х; ху, У}, рассматриваемая как 
функция начальных значений ху. уу, удовлетворяет уравнению в част- 
чых производных * 


д ы 
= \—* — 
| АЛ. ЗУ. 0. (7) 


* Пусть ф (х, у} — непрерывная функция, допускающая непрерывную произ- 
водную | функция х 
0 
2 (ху) = [41х,$ (5 хь ур ах, 
@ 


где а — постоянное число, допускает частные производные 


Хо Хо 
37 д? 9% 97 93 
ее _ 4х, — |. 
ТТ а) д 


и, следовательно, фуикция 7 (х, Уз) является интегралом уравнения в частных 


производных 7 з 
74 
А Сьл) г ==$(%ь У). (7) 
9х 9% 
Функция Ф (х; хь, У) обладает тем же свойством взаимности, каки в случае, 
когда функция / (х, у) голоморфна (П, $ 388). Из соотношения 


Я = (в хь У), 
тде у: обозначает значение интеграла при х==х, выводим обратное соотно- 
шение: 
У = (Хе хь У, 


так как существует, очевидно, взаимность между двумя парами переменных (ху, у»), 
(ка, У). Отбрасывая вторые индексы, мы таким образом видим, что интеграл урав- 
нения (5}, равный у при х==хь удовлетворяет соотношению = (ох, у}; 
предполагая № постоянным, можно сказать, что предыдущее уравнение, где у, 
есть произвольное постоянног, представляет общий интеграл уравнения (5) в обла- 
сти, определенной выше. 
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Это рассуждение может быть распространено на систему любого числа 
уравнений. Возьмем, например, систему двух уравнений первого порядка 


ау _ 42 _, 
Че = (Х, У, 2), ях == (%, У, 2), (8) 


правые части которых непрерывны и допускают непрерывные частные 
' 
производные /', Л, 9, Ф, в некоторой области 0. Методом Пикара 


опять можно доказать, что интегралы 
У=(х; о, Уз, 20), 2==1(х; Жо» У 20}, 


принимающие соответственно значения У и 2 при х=х., являются 
непрерывными функциями от х; Ху, У, 2, в некоторой новой области 5, 
которая определяется так же, как и раньше. 

Для доказательства того, что функции Фи п допускают частные 


производные по переменным ху, Уз, 2, присоединим к уравнениям (8) 
систему шести линейных уравнений: 


У: У, 4% 9 у 


41 _ 39 
ха аку” 


с начальными условиями 


= — (Хо, Уз, 20), 9==1, и ==0, 
= — $ (№0, Уз» 20), 1=0, 6—1 при х=х.. 


В силу предыдущего замечания метод Пикара, приложенный к сис- 
теме восьми уравнений (8) и (9), приводит к равномерно сходящимся 
приближениям. Если мы возьмем за первые приближенные значения 
для у, 2, и, 9, №, &, ц, 5 значения: 

=, 2 —= 2, и==0, и ==1, < =0, &==0, ==0, $ =1, 
то немедленно удостоверяемся, что 

и, и, М, Защ М, 8 

—4, — 9, >= бт» —ъв тт 

9х5 9Уо 925 9х5 У 925 
а затем последовательно убеждаемся, что эти формулы остаются в силе, 
когда индекс 1 заменяется любым индексом п. Следовательно, инте- 
гралы вспомогательной системы (9), принимающие вышеприведениые 


начальные значения, представляют соответственно частные производные 
фуикций Ф (х' хо, Уз, 20), п (Х; Хо, Уз, 20) по переменным ху, Уз, 2: 


=, 


9 9$ % ) 
и=—=, — —, м — , ] 
9х, 9, 320’) = (10) 
5" ‚—_%“ =", | 
4 о’) 


высказанное предположение таким образом доказано. 


2 05. Гурва, т. 1, ч. 1. 
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Заметим, что (м, &), (9,1), (%, 6) образуют три пары интегралов 
линейной системы: | 
а0 , , 
ЕЛ, ПИЛ, (х, $ пу, 


ау ф ‚ 
ах =, (х, ф, ти- $’ (х, ф, п) у, 


отвечающих соответственно начальным данным (—- о, — Фо), (1, 0), (0, 1). 
Итак, имеем: 
и— — 2 — ом, 


$==—Л1 — 06, 


и, следовательно, функции Ф (х; ху, У, 2), п(х; Хо, Уз, 20) удовлетво- 
ряют уравнению в частных производных * 


9 92 эЕ 
дд 7 о Ус» 2). $ (хо, Ус» 20) 0. (11) 
460. Распространение на уравнзиия, зависящие от параметров. Пре- 
лыдущие скойства могут быть распространены на системы уравнений, 
правые части которых содержат переменные п раметры. Рассмотрим, 
например, уравнение пер-ого порядка, зависящее от одного параметра: 


а 
ЕЕ бе, У, (12) 
где правая часть есть непрерывная функция от х, у, \, имеющая непре- 
рывные частные производные Л, и Л) в некоторой области О. Интеграл, 
принимающий значение у при х==ху, является также непрерывной 
функцией у=ф(х; ху, Уз, ^) от ху, И, А в некоторой области 8, по- 
тому что его можно определить как сумму равномерно сходящегося 
ряда, все члены которого представляют собою непрерывные функции 
от Х; Хо, У, Х в этой области. Чтобы доказать, что функцию ф можно 
диференцировать по \, достаточно присоедииить к уравнению (12) ли- 
нейные уравнения 


42 , аи _ , [#54] __ ‚ ' 
аЕ==2/, (х, У, ^), де (% У, \), ЕЛ, (х, У, ЕЛ (13) 


* Можно проверить, как и выше (стр. 16, примечание), что функция 


х 
Е (х; Хе, Ув 20} = | 9 (х, $, =).4х 
Хо 
удовлетворяет уравнению в частных производных 
97 
9% 
Точно так же видно, что два соотношення у == $ ($; ху. 5, 2), 2= 2 (х; Хь Уь 2.) 
могут быть ззписаны также в виде 
Я = $ (же; х, у. 2), 20 ==7 (х.} Х, У, 2). 


Таким образом получаем два первых интеграла системы (8) (ср. И, 5 393). 


97 97 
Л (жь Ув» 20) — + $ (хь Ув 20) — + 8 (№. Уь 20) =0. 
ду 92 
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< начальными данными: 2=1, и==-— (ху, Уз}, 9 ==0. Возвращаясь 
к рассуждениям $ 459, увидим, что интегралами этой новой системы 
соответственно будут: 
| 5 эф э 
—= хх А & = — 0 — — ® = --. 
УФ (Е хо Ух, Э' эхо’ ЗА 
Метод, очевидно, является общим, и можно высказать следующее общее 
предложение: 
Если дана система п диференциальных уравнений первого порядка 
ду ау 
1— . — 
ях =Л (%, У У Уи; М Кр °*” х. Ут (14) 


правые части которых являются непр рывными фулкциями перемен- 
и 9/ 
ных х, у,. \, и допускают непрерывные частные производные уг» я, 
У: 
в некоторой области О), то интегралы этой системы, принимающие 
начальные значения 55, 5... при х=х., сами являются непре- 
рывными функцияит и допус‹ают частные производные по перемен- 
ным Х,, У \„„ которые также непрерывны в достаточно малой 
област:и 8. 


Примечание. Этот же метод позволяет доказать существование у интегралов 
частных производных до порядка М но переменным хо, У, ^» если функции р, 


№.-.. т тоже допускают непрерывные частные производные по переменным Уь 
Ак ДО ТОГО же порядка М. 


461. Бесконечно Слизкие интегралы. Можно притти к более точным 
заключениям, если известна частная система интегралов рассматриваемых 
диференциальных уравнений. Ради простоты мы проведем рассуждение 
для олного уравнения 


к, у, 1), (15) 


относительно которого мы сделаем следующие предположения: 1) при 
\ =0 это уравнение допусказт частный интеграл у, (х), непрерывный 
в интервале (ху, х,); 2) функиия 1(х, у, А) непрерывна и допускает не- 
прерывные частные производные Л, (х, У, *), К (х, у, в области 2, 


определенной условиями, 
ж=х=х, у, (х) —а=ужу.(х) а, |\|=<6 


гдеаи 2 — два положительных числа. 
Пусть Ю — полоса плоскости ху, ограниченная двумя прямыми х = ху, 
х =, и двумя кривыми 


У==у, (х) —а, у=у, (х) Ра, 


между которыми расположена известная интегральная кривая у==у, (х); 
функция /(х, У, ^) непрерывна в этой полосе, так же как и ее частные 
производные Л» Д, есле только Х по абсолютной величине меньше 2. 


2* 
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В этих предположениях мы покажем, что при достаточно малой 
абсолютной величине Х метод Пикара, примененный к интегралу, кото- 
рый принимает то же начальное значение у, что и у,(х) при Хх=Хь, 
приводит к последовательным приближениям, сходящимся во всем интер- 
вале (ху, Х1). Пусть Н и К-— верхние границы [и] и | в области 0; 
если у’и у заключены между у, (х)—а и у, (х) Ра, а) и \ между 
— фи -- В, мы имеем во всей этой области неравенство Липшица: 


Ах, У, м) — Ух, у, Ну —у| КГИ. (16) 


Возьмем У =у,(х) за первое’ приближенное значение искомого 
интеграла, затем положим 


х 


ие У, (1, М4 х=х=х, 


У, (х) = у У, (1), 4 


и вообще 
(хую НА У, 1 (0), 4 


Мы сначала покажем, что все эти приближенные значения остаются 
заключенными между у, (х) —аи У (х) - а во всем интервале (Хо, х)), 
если только абсолютная величина ) достаточно мала. 

В самом деле, мы имеем: 


У, (х)— у, (х) = \уль у, 1 (9, — ЛЬ у, (9, 0] } а6 


если У, _1(х) заключено между у, (х) —@ и у; (х) а, мы имеем в силу 
соотношения (16). 


| У„(х) — 5: (|< \ {и Г Ун_1 (#) — м, (9 |-+ КПА | } 48 


#&— < 


Рассмотрим последовательность функций А, (х), определенных рекуррент- 
ным соотношением 


4, (А) = \ (НА, ОКИ} @ 


причем А, (х) ==0. Ясно, что все функции А, (х),..., А,(х),... поло- 
жительны между ху их, и что | У,(х) — У; «А, (х)}. Но функции 

А, (х) представляют собою последовательные приближенные значения 
интеграла линейного уравнения: 


=НиЁК\|, 
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обращающегося в нуль при х==х,; этот интеграл, очевидно, равен 


К | Н (“— № . 
—я {6 —1}; 


так как первое приближенное значение равно нулю, все последующие 
меньше самого интеграла ($ 457), и, следовательно, каково бы ни 
было п, мы имеем: 


ие 


Если |\| таково, что правая часть этого неравенства меньше @, мы 
убеждаемся шаг за шагом, что все последовательные приближенные 
значения У, (Х),..., 7„(х), ... остаются заключенными между у, (х) —а 
и у (х) а во всем интервале (ху, х.). Рассуждение заканчивается, как 
в общем случае ($ 388); когда и неограниченно возрастает, У, (х) имеет 
пределом интеграл У(х, Х), принимающий значение у, при х=хХу, не- 
прерывный в ннтервале (ху, х,) и заключенный между у, —аиу, а 
в этом интервале. Таким образом при изменении х от ху до х, инте- 
гральная кривая остается заключенной в полосе Ю. Методы $ 459—460 
показывают, кроме того, что У(х, \), рассматриваемый как функция 
двух переменных х и Х, непрерывен вместе с частными производными 


У, и У, когда х остается в интервале (х,, х;), а |\| остается меньше 


соответствующим образом выбранного числа 1.` 

Рассуждение является, очевидно, общим, и предложение распростра- 
няется на систему любого числа диференциальных уравнений, правые 
части которых зависят от любого числа параметров. 

Если уравнения (14) при ==0,...,\,==0 допускают частную 
систему интегралов у, ==У%(х), непрерывных в интервале (ху, х,), если 
правые части }, /,..., Л, непрерывны и допускают непрерывные 
частные производные по переменным У,, \, в области ПО, определен- 
ной условиями 


Ж= Хх, У? (х) —а=у, =% (ху а, [1,18 


где а и В — два положительных числа, то интегралы этой системы, 
принимающие при х=х, те же значения, что и 


У} (х),..., 8 (х), 


являются, так же как и их частные производные по х и по пара- 
метрам \,, непрерывными функциями в области С}, определенной 
условиями 


ж=х= хр || А=Ь2,..., р, 


где и — соответственно выбранное положительное число. 

В частном случае, когда правые части } являются аналитическими 
функциями неизвестных у, и. параметров \,, интегралы системы предста- 
вляются по методу Пикара как суммы равномерно сходящихся рядов, 
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все члены которых являются аналитическими функциями * параметров ),. 
Эли интегралы являются также аналитическими функциями этих парг- 
метров, и мы приходим, таким образом, к теореме А. Пуанкаре, кото- 
рая будет непосредственно доказана немного дальше, 

Можно еще обобщить предыдущую теорему, предполагая, что на- 
чальные значения функций у,, У›,..., У, при х==ху являются и неза- 
висимыми переменными. Если мы обозначим начальное значение у;(х) 

0 — 
через у° (Ж) == В» то, полагая 


51 (х) == - Ух), 


приходим к системе той же формы, что и система (14), но заключающей 
сверх того и параметров В, в.,..., Ва. Интегралы этой новой сис- 
темы, принимающие при х==х% начальные значения у® (хо), являются 


непрерывными функциями и допускают иепрерывные частные производ- 
ные по новым параметрам В, В.,..., В», если только абсолютные ве- 
личины этих параметров остаются достаточно малыми. 

Наконец, предполагая непрерывность },, можно принять, что на- 
чальное значение х также изменяется, 

Например, если в уравнении (15) положить 


х=А-а, у=У-НВ, 


то уравнение преобразуется в следующее: 
ау 
== у . 
ях ИХ-а, У-НВ №); 


интеграл этого уравнения, принимающий значение у’ при Х=жу, 
является непрерывной функцией от а, В, \, когда х изменяется от ху 
до х, при достаточно малых |@|, |8], |Х|, если предположить, что 
все время выполняются вышеуказанные условия. Отсюда заключаем, что 
интеграл уравнения (15), принимающий значение уу--В при х==х.-Ра, 
является в той же области кепрерывной функцией, допускающей непре- 
рывные частные производные по переменным а, В, ». 


ПРИМЕРЫ. Пусть у1(х) есть частный интеграл уравнения первого порялка 
У =(х, у), непрерывный от х до х! и принимающий значение у при х= ху. 

Интеграл этого же уравнения, принимающий при х=— ло значение у --), 
является функцией Р(х, /) двух переменных хи ), непрерывною и допускающею 
непрерывные частные производные, когда х изменяется от хо до х, ахот —й 
до -- п, где положительное число й выбраио достаточно малым.. Пусть АВ — отре- 
зок прямой х ==, заключенный между двумя точками А и В с ординатами 
Ж%Ш—йЙи У -- Я. Из каждой точки отрезка АВ выходит отрезок интегральной 
кривой, идущий от этой точки с абсциссой хь к точке с абсциссой х, и сово- 
купность этих отрезков заполняет полосу, заключениую между двумя прямыми 
Х—=х, Х— д: и двумя отрезками, выходящими из точек Аи В. 

Пусть, в самом деле, Хи \" — два значения ), заключенные между —й и + #; 
две интегральных кривых С, и С, соответствующих этим значенням », не 


могут иметь общей точки между двумя прямыми х-Х и Хх==х, ибо тогда 


* В самом деле, достаточно несколько изменить рассуждения, чтобы убе- 
диться, что заключения остаются в силе и тогда, когда параметры принимают 
комплексные значения, лишь бы модули были достаточно малы 
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через эту общую точку проходили бы две интегральные кривые, Если пересечь 
эти кривые прямою х — а, параллельной Оу (лх < а< х.), то функция Р (а, \) мо- 
жет только возрастать вместе с }; если бы мы имели одновременно 
Ум, Е(а, №) <Р(а, №), 

то, очевидно, две кривые С, и С,„ пересеклись бы между собою в промежутке 
между двумя прямыми х= хо, х =а. Таким образом при возрастании \ от —# 
до --й функция Р (а, \) принимает, и притом только один раз, всякое значение, 
заключенное между Р(а, — #) и Е(а, + 1). 

Рассмотрим еще систему двух уравнений первого порядка, правые части ко- 
торых не содержат переменного Параметра, и пусть у\(х), 24 (х) будет система 
частных интегралов, непрерывных в интервале (хо х\) и принимающих значе- 
ния Уи 2 при х= хо. Интегралы, принимающие при х==хо начальные значе- 
ния Уд» 26 в, являются, так же как и их производные, непрерывнымн 
функциями во всем интервале (хь, х,), если только {Аг и || меньше соответ- 
ственного положительного числа. Рассмотрим в плоскости х==х. маленькую 
замкнутую кривую т, окружающую точку Мо с координатами (х. У, 2). 
Из каждой точки области с, ограниченной кривой 1, выходит отрезок интеграль- 
ной кривой, кончающийся в некоторой точке плоскости х==лх,. Совокупность 
этих отрезков заполняет часть пространства, ограниченную поверхностью, обра- 
зованной отрезками, выходящими из различных точек +. ° 


462. Уравнения в вариациях. Рассмотрим для определенности систему 
двух уравнений: 
4 = . 
ео в, Ч у, 2: 9, (17) 
и пусть у==у, (х), 2==2.(х) есть система решений, соответствующих 
значению параметра \=0. Мы предположим, что эти решения непре- 
рывны в интервале (хо, х.), и сохраним остальные предположения отно- 
сительно правых частей Ёи $. В силу предыдущего уравнения (17) до- 
пускают бесконечное множество систем решений, зави ящих от пара- 
метра ), непрерывных в том же интервале и обращающихся при \=0 
соответственно в у, (х) и =, (х). Достаточно взять за начальные значения 
функции Ус (д), 2о (*), непрерывные вместе со своими производными и 
приволящиеся при \ =0 соответственно к У, (хо) и 2, (хо). Мы можем 
даже предположить, что параметр \ не входит явно в функции }и $, 
так что эти интегралы зависят от \ лишь через посредство начальных 


данных. Пусть . 
у=Е(х, }), 2=Ф(х, \) 


одна из этих систем интегралов; при \ =0 имеем тождественно: 


Е(х, 0) =у,(х), Ф(х, 0) =2,(х), (18) 
между тем как при х==х, имеем: 
Е (хо, А) = У, (\), Ф(х», ^) = 2% ()). (19) 


Диференцируя обе части уравнений (17) по параметру 7, получаем: 


иг ЛЗ, 30Ф 
эх ума’ 
5Ф 99 ЭР ‚3 9Ф, № | 
де у М Го: Ра 


(20) 
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обозначим через &(х) и 1(х) производные 2, (х, №) и Ф’(х, 1), в кото- 
рых положено \=0, и подставим в предыдущие соотношения значение 
\=0. Мы видим, что функции &(х), 1(х) удовлетворяют линейным 
уравнениям: | 


Гр 1 т ы 
с = у(х, у» 2; 0)5-Л(х, У, 2; 0) 1-Е Л (х, У, 2; 0), 
(21) 
4 ,; О ! 
НЕ, ( У, 2; 0)& -9,(х, У» 2; 0) ПФ, (х, У» 2; 0), 


которые были названы Пуанкаре уравнениями в вариациях. Эти урав- 
нения определяют функции &(х), 1(х) во всем интервале (ху, х/), если 
известны их значения при х==м. Название уравнений в вариациях 
объясняется тем, что если рассматривать вариацию параметра 48) как 
бесконечно-малое, то эти уравнения дают главную часть приращения 
интегралов У(х) и 2(х), когда Хх изменяется от Ху до х/. 

В общем случае интегрирование системы (21) представляет те же 
трудности, что и интегрирование любой линейной системы. Но если 
известен общий интеграл системы (17), с двумя произвольными постоян- 


ными аи В, 
у=0(х, № а 8, 2=Ни(х, \, а, 6}, (22) 


то из него можно легко вывести общий интеграл системы (21). В самом 
деле, предположим для определенности, что интегралы у, (х) и 2. (х) 
соответствуют значениям @&0, бо постоянных интеграции. Диференцируя 
последовательно уравнения (17) по параметрам а, 2, Х и полагая затем 
в полученных соотношениях \—=0, а==а,, 6—6, мы непосредственно 
усматриваем, что функции в, (х, 0; а, В) и Н, {х, 0; аз, 65) образуют 
частную систему интегралов уравнений (21), а функции (Ч, Н,) | 
(@,, Нь) образуют две частных системы интегралов тех же уравнений, 
в которых отброшены члены, не зависящие от ё и 1. 

В приложениях часто случается, что функции ] и ф не зависят от 1, 
и уравнения в вариациях образуют однородную систему. В силу преды- 
дущих замечаний, если известен общий интеграл системы (17), то общий 
интеграл этой линейной системы получается непосредственно. 

463. Теорема Пуанкаре. Мы уже видели, что когда правые части 
диференциальных уравнений являются аналитическими функциями пере- 
менных у, и параметров, то интегралы тоже представляют собою анали- 
тические функции параметров ($ 461). Эта теорема, принадлежащая 
А. Пуанкаре, может также быть доказана непосредственно обычными 
способами „исчислення пределов“ *. 

Рассмотрим для определенности систему двух диференциальных 
уравнений: 


4 . 

де Ла, у, $ )— Хау", (23) 
42’ 

== (>, У, 2, ^) = У: уг 28 м, 


* Пикар дал песколько ииое доказательство (Сошг$ 4’Апа1узе, 4. Ш, Свар. УШ). 
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где правые части суть целые ряды относительно у, 2, \Х, коэфициенты 
которых 4„,, 6, являются непрерывными функциями переменного х 
в некотором интервале (хо, х.). Эти ряды предполагаются сходящимися 
для любого х в этом интервале, если только модули у, 2, ) не превос- 
ходят некоторого положительного числа р; кроме того, эти ряды не 
содержат членов, не зависящих от у, 2, \, так что при \—=0 уравне- 
ния (23) допускают систему частных интегралов у=ё-==0. 

Поставим себе сначала целью найти два целые ряда по степеням %, 


У, (ху, (Хх)... + МУ, (х)--..., | (24) 
2—2, (х) НА? 2. (х) +... ма, (ху ...,| 


удовлетворяющие формально уравнениям (23), так, чтобы все коэфи- 
циенты у„(х), 2„(х) обращались в нуль при х=ху. Заменяя уи = 
этими разложениями в уравнениях (23) и приравнивая тождественно 
правые и левые части, получаем сперва соотношения: 


ду _ 
т = 4100. (Х) -- аль 2: (х) - ацо1 › 


42 
Е =: (х) -- блог, (х) -- Вит, 


(25) 


которые вместе с условиями У, (хо) =. (х,) =0 определяют функции 
у (х) и 2 (х). Эти уравнения являются в точности уравнениями в ва- 
риациях, соответствующими частной систёме интегралов у=2==0. 
Вообще, приравнивая коэфициенты при А? в обеих частях после под- 
становки, получаем для определения коэфициентов у,„(х) и 2,(х) два 
линейных уравнения’ 


ау, 
ах —= @ 05, (х) - Что 2 (х) + И, | 


Аг 


(26) 
“ах == бо У, (х) В. лог, (х) + 9, 


где и, и 7,— два целых многочлена, с целыми и положительными 
коэфициентами. относительно коэфициентов а, 8. и функций у, (х), 
2,(х), в которых {< п. Мы видим, таким образом, переходя последова- 
тельно от пк п-{- 1, что все функции у, и г, непрерывны вместе со 
своими производными у, и 2, в интервале (хо, х,). Можно отметить, 
что если уравнения (25) проинтегрированы, все эти функции опреде- 
ляются квадратурами. 

Чтобы установить сходимость полученных таким образом разло- 
жений (24), прибегнем к вспомогательной системе: 


ау З 
р ==, У, 7; № = УХА, 7-28 м, | 
ай 


Фи У, = УВ." ЕР, | 


(27) 
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в которой коэфициенты Аз, и В,;„, являются соответственно преобла- 
дающими функциями для а, и 6,5, в интервале (ху, х,). 
Можно опять искать разложения вида: 


Уж У (кА... НУ, (м ..., | 
В=2,(х) А... 2, (х)№м-..., | 


удовлетворяющие формально вспомогательной системе (27), в которых 
все коэфициенты 7У,(х), 2„(х) обращаются в нуль при х==х. Пред- 
положим х; > хо; эти коэфициенты У,(х), С„(х) определяются шаг за 
шагом системами линейных уравнений; так, например, У, и 7, должны 
удовлетворять системе 

ЧУ 42. 

р == Ал У, | Ато 2: + Ао, ЧЕ — Во 7, -- Вию 2, Ви» (29) 


(28) 


и обращаться в иуль при х = хо. Сравнивая эту систему с подобной же 
системой (25), определяющей у, (х) и 2,(х), непосредственно усматри- 
ваем, что У,(х) и 2,(х) являются преобладающими функциями для 


у: (х) и 21 (х) в интервале (хо, х.) ($ 457). Следовательно, 47, 92, 


ах "ах 
97. и а: Рассуждение может 
быть продолжено шаг за шагом, и мы видим, что функции У,, 2,, 
АУ, а7, 
Че ак являются соответственно преобладающими для функций 
п’ т? 4х’ ах 
что при соответствующем выборе преобладающих функций Аз , В 
ряды (28) и ряды, получающиеся из них почленным диференцированием, 
равномерно сходятся при Х достаточно малом по абсолютной величине. 
Пусть М — верхняя граница модуля двух функций Г и $, когда х 
изменяется от ху до х,, а модули у, 2, ) не превосходят положитель- 
ного числа р. Коэфициент общего члена, содержащего у“гЗ Ат, меньше 
или в крайнем случае равен коэфициенту этого же члена в разложении 


сами являются преобладающими для 


в интервале (хо, х.). Достаточно поэтому показать, 


М(уа-\) 
12-Е 
В 


по степеням у, 2, Х. Следовательно, за вспомогательную систему (28) 
мы тем более можем взять систему 


У 2--\ 
ау _ 42 _ МЕРЫ (1+ =“) 


ах ах — | УИ» у 
р 


(30) 
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и остается только доказать, что интегралы этой системы, обращающиеся 
в нуль при х==хо, могут быть разложены по возрастающим степе- 
ням \ во всем интервале (хо, х,), если только |\| достаточно мало. 
Принимая во внимание начальные условия и полагая У--2-|-)=—0%, 
приводим систему (80) к единственному уравнению: 


@ МАИ 
ах ТЕ ' 
с условием 1—=—^ при х == хо . Переменные разделяются, и искомый инте- 
ы 0} е?\(х — хо) 
грал является тем корнем уравнения #— а (#- 1), где а== о, 
р ТИ, @ Е 


` 


А . 
который обращается в И при х=хж. При ^=0 мы имеем также 


а=—=0, и корень уравнения относительно & обрашающийся в нуль при 
а==0, является, как легко видеть, голоморфной функцией от а, пока 


1 . 
<. Но для того чтобы это имело место, достаточно взять |}. 


2М(х - хо) 
0}.е 1 
настолько малым, чтобы Пе. было меныше 4: Если \ удовлетво- 
ряет этому условию, интегралы Уи & могут быть разложены в целые 
ряды относительно Х, сходящиеся во всем интервале (х,, х,). Фор- 


У 
мулы (30} показывают также, что производные ях’ ах могут быть 


разложены в целые ряды относительно \ в том же интервале. Доказа- 
тельство распространяется, очевидно, на любое число уравнений, зави- 
сящих от лю5ого числа параметров. Можно также распространить его 
на случай, когда переменному х даются комплексные значения, если 
коэфициенты являются голоморфными функциями от х. Предположим, 
например, что уравнения (23) не содержат никакого переменного пара- 
метра и что мы ищем разложение интегралов по степеням начальных 
значений уг, 2, соответствующих х=ху. 
Положим 


У = Уи УП2И, 2 = У Вип 0.20; 


коэфициенты а„„, Ви„ Определяются шаг за шагом из систем линейных 
уравнений, с начальными условиями аи „(хо) == и„(Хо}=0 при т + п`>> 1. 
Что же касается коэфициентов (ащ, В1.) и (201, В), ТО они образуют 
две системы решений уравнений в вариациях, определенные соответ- 
ственно начальными условиями 4.0 (хо) =1, В10(%)=0 и ао. (х,) =0, 
Во- (хо) =1. Получениые таким образом ряды будут, несомненно, схо- 
диться во всем интервале (ху, х.\, если только абсолютные величины 
У и 2 меньше достаточно малого положительного числа. Эта новая 
задача является в действительности лишь частным случаем первой, так 
как по существу метод сводится к тому, что мы полагаем у= У у, 
2=2--л2 и разлагаем по степеням параметров уд и го интегралы но- 
вой системы, обращающиеся в нуль при х == жд. 
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Примечание. Когла система (23) является линейной относительно у и 2, 
с коэфициентами лниейными относительно ), то за вспомогательную систему 


можно взять систему внда: 
а _ 47 ‚ 
аа = +В (+2) + С, 


где А, В, С— положительные постоянные. Интегралы этой вспомогательной сис- 
темы, обращающиеся в нуль при х = Ху, являются целыми функциями пара- 
метра \, и следовательно, то же имеет место и для интегралов лаиной линей- 
ной системы. Рассуждение остается, очевидно, в силе, если коэфициевты линей- 
ной системы являются целыми функциями от А (ср ПШ, $ 389%. 


П. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ. УСТОЙЧИВОСТЬ. 


464. Периодические” решения. С этого момента мы будем обозначать 
через & независимое переменное, которое для определенности можно 
считать представляющим время. Пусть 
= А, (Хх, Л, (ий (1—1,2,..., п) (31) 
‹Уть уравнения, определяющие движение точки в пространстве л изме- 
рений; Х, предполагаются периодическими функциями от # с периодом ®. 
Рассмотрим систему решений, соответствующих начальным значениям 

п 0 
х, №,..., ха при =, или, употребляя язык геометрии, траекторию, 
Э 0 — 
выхолящую из точки с координатами (х7, ^0,..., хо. Если при = о 
эти интегралы снова принимают соответственно начальные значения х}, 
ж,...›х), то движущееся тело в момент &--® опять попадает в свое 


первоначальное положение; так как, с другой стороны, уравнения (31) 
не меняются прн замене # через #-|- ®, то ясно, что система рассматри- 
ваемых решений периодична. Пусть х, ==$, (й #$=1,2,..., песть эта 
система решений, и функции $1(Ё),...,9„(Р) — периодические функции 
периода ®. Если правые части уравнений (31) зависят от некоторых 
переменных параметров, то может случиться, что при значениях этих 
параметров, близких к значениям, которые соответствуют известному 
периодическому решению, и при соответствующим образом выбранных 
начальных значениях система (31) допускает новые периодические ре- 
шения, близкие к первому. Мы проведем рассуждения на системе трех 
уравнений. Пусть 

Хе, 2; 6 в), РЦ, У, зв), (к, 2; в) (32) 
система трех дифереициальных уравнений, правые части которых являются 
периодическими функциями времени Ё периода ®. Предположим, что 
при и =0 эти уравнения допускают систему’ решений 


х=:(@, У=$2(1), 2 == $30, (33) 


где 9, 9. фз суть периодические функции от { периода ®. Возьмем для в 
значение, близкое к нулю, и пусть 


х=Ф{Ьа, а, а,, в), у=Ф.(ь...), 2 = Фу...) (34) 
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суть интегралы уравнений (32), принимающие при 2==0 соответственно 
значения $.(0) а, $.(0)--а., $3(0) + а.. Значения этих интегралов 
при #==® сами являются непрерывными функциями от @., а., а., м, 
если только абсолютные величины этих количеств достаточно малы; 
если 


ф.=Ф, (0, а, а., @з, и) — 9, (0) — а, =0 (2—1, 2, 8), (35) 
10 движущееся тело займет в момент времени # = ® то же положение, 
что и в момент Ё—0. Таким образом, мы будем находиться в точно 
таких же условиях, как и в начальный момент движения, и, слелова- 
тельно, будем иметь периодическое решение уравнений (32), соответ. 
ствующее значениям а, @., @,, №. 

Уравнения (35) при и-==0 удовлетворяются нулевыми значениями 
а, а,, а., что дает периодическое решение, предполагающееся известным 
заранее. Можно утверждать, что эти уравнения (35) для значений |, 
близких к нулю, тоже допускают решения относительно а/, а, @., если 
якобиан левых частей по а,@,, а; не равен нулю при и==0, а, ==0. 


Положим 
__ [3Ф.\._ (2$, \., _ " 
ч— (=): ое) «— (ы. с. 


где индекс нуль указывает, что после диференцирования @., 9, @; и в 
заменяются нулями; мы знаем, что (&,, 1, б,) являются тремя системами 
частных интегралов уравнений в вариациях: 


4 _9Х 9Х 9х, \ 

Е | 

41 _ ЗУ, д’ ГУ 

& ЕР 2 С, [ (36) 
1 


где после диференцирования в правых частях х, у, 2 заменены через $) (#), 
Ф.(0, 9.(0, а | заменено нулем. Но нам известны начальные значения 
этих трех систем решений: 


$ =1, 1.==0, 6—0; &,==0, 1р==1, 5==0; &, ==0, 1:=0, 33==1. 


Значения этих трех функций при Ё== & были бы известны, если бы мы 
умели интегрировать систему (36); в частности, это будет иметь место 
всегда, когда известен общий интеграл системы (32) при и=0. Но 
для поставленной нами цели это интегрирование не необходимо. В самом 
деле, якобиан, появляющийся в эгом исследовании, имеет следующее 
выражение: 


$ (0) —1  11(6) $ (о) 
А = |5, (0) 1›(6) —1 (0) ; (37) 
853 ) 53(0) —1 
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приравнивая этот определитель нулю, получаем необходимое и достаточ- 
ное условие для того, чтобы уравнения (86) допускали систему реше ий 


= + ВЫ - С, 1== А --Въь-|- С\, = А ВЕ, + С, 


принимающих одинаковые значения при 2—0 и #==0, т. е. систему 
периодических решений. 

Для того чтобы это было так, нужно, чтобы один из характеристи- 
ческих показателей (И, $ 423) уравнений (36) обратился в нуль. Для 
краткости условимся говорить, что эти характеристические показатели 
являются характеристическими показателями известного периодического 
решения х; =. (1), х, ==$.(й, х, == $30); мы можем тогда высказать сле- 
дующую теорему: 

Если ни один из характеристических показателей известного пе- 
риодаческого решения не равен нулю, всякому значению у, близкому 
к нулю, соответствует периодическое решение уравнений (32), близкое 
к первоначальному. 


Если один из характеристических показателей известиого периодического 
решения равен нулю, то предыдущее рассуждение неприложимо; но отсюда еще 
нельзя заключить, что для малых значений » не существует периодических ре- 
шений, близких к первоначальному. Предположим, например, что якобиан лэвых 
частей уравнений (35) по ау, ое, № при а; = ==: = ==0 не обращается в нуль; 
тогла близким к нулю значениям аз соответствует ›система значений оз, в», |, 
узовлетворяющая соотношениям (35). Гаким образом мы видим, что, обратно, близ- 
ким к нулю значениям в тоже соответствуют значения а, а»,0з, стремящиеся к нулю 
вместе с в. Но обычно имеется иесколько систем значений а, а», аз, соответствую- 
щих одному и тому же значению в, и следовательно, несколько семейств перио- 
дических решений, близких к первоначальному. Это заключение было бы неверно 
только в том случае, если бы все якобианы левых частей’ уравнений (35) при 
а —=0 и =0 были равны нулю. Но даже в этом случае без дальнейшего исследо- 
вания нельзя утверждать. что ие существует периодических решений, близких 
к первоначальному. Может, например, случиться, что три уравнения (35) не все 
различны между собой. Ясно, что при подобных обстоятельствах все якобианы, 
о которых шла речь, обращаются в нуль, и однако, вообще говоря, будет суще- 
ствовать со? или со3 периодических решений в зависимости от того, приводятся 
эти три уравнения к двум различным или к одному единственному уравнению. 
Для полробного исслеловаиия, так же как и для изучения случая, когда урав- 
нения (31) не содержат явно времени Ь, я отсылаю читателя к рабогам А. Пугикаре 
или „Ггайв 4’Апа/узе“ Пикара (т. Ш, гл. УШ). Предшествующие рассуждения 
в достаточной мере показывают, каким образом изыскание периодических реше- 
ний в окрестности заранее известного решеиия сводится к изучению системы 
трех уравнений с тремя неизвестными функциями, зависящими от одного параметра, 


465. Устойчевые и неустойчнвые решения. Пусть 
х=948 (1==1,2,.... п) 
есть система решений диференциальных уравнений 
4х 
[14 
функции $, (1) непрерывны для всех значений #21; кроме того, мы 
предполагаем, что эти решения не проходят ни через одну особую точку 


диференциальных уравнений (38). Рассмотрим другую систему интегралов, 
принимающих при #==4 начальные значения 


+0) -|- а, 


== Хх» Ха, ч.5 хз й; (38) 
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Мы уже знаем, что абсолютные значения а, @.,..., а, могут быть 
выбраны достаточно малыми для того, чтобы новое решение в течение 
сколь угодно большого промежутка времени отличалось от первоначаль- 
ного сколь угодно мало. Но может случиться, что, как бы ни были малы 
абсолютные значения @,, при неограниченном возрастании & новое ре- 
шение в конце концов значительно удалится от первоначального. Эго 
приводит нас к иовому важному понятию — устойчивости интегралов 
диференциальиых уравнений. 

Предположим для точности определения, что известное решение 
приводится к х,-—0,..., х„-==0, что, очевидно, не ограничивает 
общности рассуждений, так как за новые неизвестные можно всегда 
взять переменные х==х,— $, (#). Мы, впрочем, ограничимся весьма об- 


щим случаем, когда уравиения имеют вид: 


4х; — т, —>0, ....т, 20, 
р = >29. ЖИ, ХУ... ХИ о ...) р ); (39) 


здесь правые части представляют собою целые ряды относительно * 
х,..., Х„, Коэфициенты которых являются непрерывными функциями &, 
ограниченными для действительных значений #21. Предположим, на- 
конец, что эти ряды сходятся для всех значезий = и для всех дей- 
ствительных или комплексных значений переменных х,, модули которых 
меньше соответственным образом выбранного положительного числа Н. 
Если М есть положительное число, превосходящее в определенной таким 
образом области любую правую часть по абсолютной величине, то для 
всех значений {> & ($ 352) 


{ 
| тата. Та 


М 


Нить + Ст 


< 


Если коэфициенты Р не зависят от &, мы имеем уравнения стационар- 
ного движения, т. е. уравнения, определяющие в пространстве п изме- 
рений траекторию движущейся точки, скорость которой в каждый момент 
не зависит от времени, а зависит только от положения лвижущейся точки 
в данный момеит времеии. Другим чрезвычайно важным и требующим 
рассмотрения случаем является тот, когда коэфициеты Р представляют 
собою периодические функции времени; именно к этому случаю нас 
приводит изучение устойчивости известного периодического решения 
х,=0(0 уравнений (38}, когда правые части не зависят от # или являются 
периодическими функциями {. В самом деле, преобразование х, = 9;(1-|-х, 
приводит к уравнениям (39), правые части которых будут периодическими 
функциями & даже когда Х, не зависят от #. 

Рассмотрим те интегралы уравнений (39) х,(№,..., х„(#), которые 
при #=& принимают начальные значения х),...,х, меньшие Н по 


* Этот вопрос при гораздо более общих предположениях был разобран не- 
давно Е. Коттоном, который заменяет диференциальные уравнения (39) системой 
интегральных уравнений (Аяпа{ез ае РЕсое  Могтйе зирётенге, 3-е з6впе, 
+, ХХУШ, 1911, р. 473). Н должен также указать важный мемуар Р. ВоН! (Ви 
1еНп ае (а Зо таёйвтайдие, & ХХХУШ, 1910). 
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абсолютной величине. Пусть дано произвольное положительное число, 


< Н; если можно подобрать к иему другое положительное чнсло, 
1 ==, такое, что из условий | хр |<1 вытекают, как следствие, иера- 


венства 
1% (9)|<.»,..., [|< (40) 


для всех значений #, превосходящих #, то говорят, что решение х,=0 
есть устойчивое решение. Если существует положительное число &, 
такое, что к нему нельзя подобрать другое положительиое число 1 
с тем, чтобы удовлетворялись предыдущие условия, то решение неустой- 
цивое. Ясно, что даиное определение устойчивости можно заменить сле- 
дующим: для всякого положительного числа <. Н можно подобрать 
другое положительное число 1), такое, что условие 


о... Но < 


влечет за собой неравеиство {5.(1)}?--...-- {х„(1)}? < =? для Ц. 
Подобным же образом может быть изменено определение неустойчивости. 
Примеры легко найти среди линейных уравнений с постояниыми коэфициен- 
тами. Решения систем» я =-—у, т =, принимающие при Ё=—0 значения 
Хе, У, выражаются так: 
х = хос0$ Е — узшЬ у= Хозш Е - уд с0$& 
причем д Уэ=ю - 2. Достаточно, следовательно, взять © - я < :?, что- 


бы иметь при любом Ё также х?-|- у? < :?. Таким образом решение х—= у=0 
является устойчивым. 
Интегралы системы 


ах ау _ 
ЛЕ Е =2х У, 


принимающие при 2-= 0 значения ху, уу, выражаются следующим образом: 


х Ус 2№— 2(х 2% — 
хе + ‚. 3-е, у { О и . 39 -+, 
Решение х= у=—0 неустойчиво, Так как если взять, например, Ув = 2х, то 
как бы мало ни было хо, если только оно не равно нулю, | х| и | У| неограниченно 
возрастают вместе с #. Этот пример дает повод к некоторым замечаниям. Если на- 
чальиые значения хуи у, удовлетворяют условию ху - У =0, то | х| и | у! умень- 
шаются и стремятся к нулю, когда & возрастает от 0 до со; имеется условная 
устойчивость. Точно так же, если взять такие начальные условия, что разность 
2х0 — у, равна нулю, то х и у стремятся к нулю, когда & убывает от 0 до — со. 
Если хо и у не удовлетворяютни одному из этих условий, то |х| и ту| иеогра- 
ниченно увеличиваются, когда # безгранично возрастает, проходя через положитель- 
ные или через отрицательные значения. 

ах ау 

Интегралы системы ==“ 2у—2х, принимающие при 2—0 зна- 

чения Ход и У, выражаются так: 


х=е-Нлхо созЁ - (хо -- Ус) зт #, у=е-Цуо сов Е — (2х, + уо) зп й; 


при неограниченном возрастании # эти функции стремятся к иулю, каковы бы ии 
были хо и у. Решение х=у==0 является не только устойчивым, но, когда # 
стремится к -!- со, все интегралы неограниченно приближаются к нему. Для крат- 
кости мы говсрлм, что они являются асимптотическими к решению х = у-=0, 
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466. Общие теоремы относительно устойчивости *. Когда ко=фициенты 
членов первой степени относительно х.,....х, в правых частях урав- 
нений (39) не зависят от ЁЬ то уравнения в вариациях, соответствующие 
известному решению х,==0, являются линейными уравнеииями с постон 
яиными коэфициентами, и изучение этой системы позволяет обычно 
решить вопрос об устойчивости или неустойчивости рещения. 

Пусть У(х,х.,..., х„) — квадратичная форма с постоянными коэфици- 
ентами; если заменить в ней х, х,,..., Х„ системой решений уравнений (39), 
то результат подстановки будет функцией от &, производная которой К 
в снлу уравнений (39) напишется так: 


И! = Ус, Х.› ... > хи) + Ф (т, Хо» +. Ли; 1, (41) 


где У, — уже другая квадратичная форма с постоянными коэфициентами, а 
Ф — целый ряд отиосительно х., х.,..., м начинающийся с членов по 
меньшей мере третьей степени. Если  коэфициенты формы Ух, ..., Хх) 
можно выбрать так, чтобы У), (х,, Хх», ....Х„) была определенной положи- 
тельной формой, то мы имеем следующие теоремы: 

1. Рещение х,==0 устойчивое, если соответствующая форма 
И(х,х,,...х,) является определенной отрицательной формой. 

2. Решение х==0 неустойчивое, если форма У является опреде- 
ленной положительной или неопределенной формой **. 

Для упрощения рассуждений прибегнем к языку геометрии и назовем 
точкой всякую систему значений для. п переменных (х, х.,..., Х,). 
Множество точек, координаты которых удовлетворяют соотношению 
жа --... + х2 ==2?, назовем гиперсферой 5, радиуса р; точно так 
же множество точек, для которых | ж-- + х? < р?, представ. 
ляет внутренность гиперсферы 5. 

Если форма У’) (х, х,,..., х„) — определенная положительная форма, 
то из предположений, сделанных выше относительно коэфициентов урав- 
нений (39), вытекает, что можно найти такое положительное число Ю, 
что внутри гиперсферы радиуса А производная У’ положительна и об- 
ращается в нуль только в начале координат. В самом деле, координаты 
Хх» Х:,..., Х„ МОЖНО ротавить в виде р2,, 04,,..., 07„, где о— по- 
ложительное число, аа, а,,..., а, — числа, удовлетворяющие соотно- 
шению @2-|- @2-|-... 42 =1. Подставляя эти значения в У", полу- 
чаем: 


И ==? [У(а, аъ... а) ЧИ]; 


* За исключением некоторых изменений в подробностях, я следовал методу 
доказательства Ляпунова в уже упомянутом мемуаре (Апла!е; 4е а Еасийв 
Ае Тошоицзе, 2-ёте зёпе, 4. [Х, р. 403); см. также Ляпунов, Общая задача 
устойчивости движения. Харьков. 

*# Бели Уж, хь ... Х„) определенная форма, то гессиан соответствующей фор- 
мы У не может обращаться в нуль; потому что, если гессиан был бы нулем, можно 
было бы удовлетворить п уравнениям =, а следовательно, и уравнению 
У, = 0, значениями неизвестных хь из которых не все были бы равны нулю. Таким 
образом форма У является суммой л квадратов различных между собою линейных 
функций с постоянными отличными от нуля козфициентами, 


3 э. Гурса, т. НЕ, %. 1. 
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здесь И функция от @, а.,..., @,, р, Е, непрерывная, если > а, 
а р остается меньше некоторой границы Е. Когда точка (а, а.,...,а,} 
описывает гиперсферу радиуса единица, форма У, (&1,..., @,} остается 
положительной и большей некоторого минимума 21. С другой стороны. 
пусть М есть максимум абсолютной величины \. Очевидно, что если 


т: 
взять за А положительное число, меньшее и › то И’ внутри гиперсферы 


радиуса № будет положительна, за исключением начала координат, 
гле У’=0. При дальнейших рассуждениях мы предполагаем, что чис- 
ло Ю выбрано именно таким образом. 

. Исследуем сиачала случай, когда У(ж, х.,,..., ^,) является опре- 
делениой отрицательной формой. Пусть =— произвольное положи гель- 
ное число, меньшее А; когда точка (х1, х,,..., х,) описывает гипер- 
сферу радиуса #, У(х., х.,..., х,) остается отрицательной и, следова- 
тельно, меньше некоторого наибольшего значения — К. Кроме того, эта 
функция У обращается в нуль при х.=х,==...==х,==0; следова- 
тельно, можно подобрать такое число \<_е, что внутри гиперсферы 5, 
радиуса \ мы имеем И`> — К. Пусть число ) выбрано таким образом. Если 
при {= начальные значения 4, х9,...,х0 прелставляюг координаты 


точки внутри гиперсферы ради са Х, то при возрастании от & до 
-Н < точка (м, х.,..., Х„) останется всегда внутри гиперсферы 
радиуса в. В самом деле, в начальный момент точка (^,.-.› ^,} нахо- 
дится внутри этой гиперсферы; пусть она не остается там неограиичен- 
но долго; предположим, что в первый раз она достигает гиперсферы $5. 
в момент времени Г>>&. Пусть Узи И; — значения У (м1, №...) 
в моменты & и Г; мы имеем, что У, >—^А, У; =—К цв силу са- 
мого способа определения чисел Ки \) и, следовательно, У, > У.- 
Но подобное соотношение невозможно, так как в промежутке времени 
от 4 до Г производная И' положительна. Игак, допустив, что точка 
(“,..., Х,) достигает гиперсферы $,, мы пришли к противоречию; сле- 
довательио, решение х,—=0 является устойчивым. 

В рассматриваемом случае решение является не только устойчивым, 
но все достаточно близкие решения к нему асимптотичны. В самом 
деле, когда { возрастает от & до -- се, функция У, отправляясь от 
отрицательного значенйя и в дальнейшем возрастая, стремится” к нулю 
или к отрицательному значению — /. Я утверждаю, что это последнее 
предположение следует отбросить. В самом деле, так как функция У обра- 
щается в нуль в начале координат, то существует такое число }', что 
И —1/ внутри гиперсферы радиуса №. Следовательно, точка 
(х,, х....., Х„) останется вне этой гиперсферы $. Но когда точка 
(хх... х „) остается заключенной между 5: и5., У". остается больше 
некоторого минимума } >0. К моменту времени Т, следовательно, 
было бы Ут> Е ЕТ То; 
но подобное соотношение невозможно, так как правая часть иеограни- 
ченно возрастает вместе с Г, между тем как У; должна оставаться 
меньше —{. Таким образом имеем, что при неограниченном  возра- 
стании # Их, х,...., х,) стремится к нулю и, следорательно, чи 
х:, х.,..., Х, сами стремятся к нулю. 
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Следует заметить, что вышеприведенное рассуждение показывает, 
что, когда У является определенной отрицательной формой, имеет- 
ся устойчивость при условии, что для значений Хх, близких к нулю, 
И может принимать только положительные или равные нулю зна- 
чения. Но в этом случае уже нельзя больше утверждать, что решения, 
близкие к первоначальному, будут к нему асимптотичны. Так, напри- 
мер, в элементарном случае двух уравнений 


4х, Чу _ х 
И 
ссли взять И == — (^2 -|- у?), то У'=—0; имеет место устойчивость, но 


не асимптотичность. 

Предположим теперь, что У, — определенная положительная форма, 
а У-—- определенная положительная или неопределенная форма. Пусть 
число А имеет тот же смысл, что и выше; в— некоторое положитель- 
ное число, меньшее Ю, а )— другое положительное число = в. Мы 
покажем, что, каково бы ни было \, всегда возможно внутри гипер- 
сферы радиуса » взять точку (5, х.,..., 9) так, чтобы точка 
(`›,^....., Х,) В конце концов достигла гиперсферы радиуса =, причем 
х, х0,..., хо являются соответственно начальными значениями пере- 
менных х;, х,,:.., Х„. В самом деле, пусть (х0, х0,..., х9) — коордн- 
паты некоторой точки внутри этой гиперсферы, так что в этой точке 
Ув== У(х0,..., х0) > 0. Так как форма И обращается в нуль в начале 


координат, то существует число <), такое, что внутри гиперсферы 
радиуса А’ имеет место неравенство И И,. Рассмотрим систему ин- 
тегралов уравнений (39), принимающих при # == 4 значения х, х0,...,х0; 
мы хотим показать, что в течение конечного промежутка времени 
точка (х\, х.›..., Х,) выйдет за пределы гиперсферы 5.. В самом деле, 
противоположное предположение приводит к нелепому следствию. Если 
бы точка (х:, Х.,..., Х,) оставалась внутри этой гинперсферы, то так 
как И’ все время ноложительна, У возрастала бы и ие могла бы прни- 
нимать значений, меныних Ибо. Таким образом точка (х1, х.,-.-, №) 
оставалась бы заключенной между двумя гиперсферами 5, и 5,'; но в 
этой области И’ имеет положительный минимум т. Поэтому для вся- 
кого значения > & мы бы имели У; > У -+ и(Т— В): но подобное 
неравенство невозможно, так как правая часть неограниченно увеличи-. 
вается вместе с ХТ, когда точка (х., х....., м) находится внутри ги- 
персферы 5., между тем как И остается меныше некоторой определен- 
вой границы. 

467. Приложение общих теорем. Очевидно, что для приложения пре- 
дыдущих теорем можно произвести над переменными х, линейную под- 
становку с произвольными постоянными коэфицчечтами, определитель 
которой отличен от нуля. Мы выберем коэфициенты этой подстановки 
так, чтобы привести к простому каноническому виду уравнения в вариа- 
циях, соответствующие решению х,==0. Пусть 


ах | 
и 2 =анх,--... Нах, @=12,..., п) (42) 
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суть уравиения в вариациях для предложенной‘ системы (39); они полу- 
чаются, если в правых частях ограничиться: членами первой степени. Мы 
уже видели (П, 5 421), как систему (42) можно привести к канониче- 
скому виду; этот вид прежде всего-зависит от природы корней характе- 
ристического уравиеиия 


а1—^ а: ) ..- Чт 
р) =| Ч бо +: бы |0, (43) 
ит аи». .. а„„—^ 


Если это уравнение имеет и различных и действительных корней 
\, А»..., №» ТО уравиения (42) лииейной подстановкой с действитель- 
иыми коэфициентами можно прнвести к виду: 


ау ду Чу, 
р == №, ЧЕН №Уь. + а =,У,. (44) 


Эта же подстановка, приложенная к уравнениям (39), приведет к сис- 
Теме, которая получится, если к правым частям уравнений (44) приба- 
вить целые ряды относительно у;,..., У,, начинающиеся по меньшей 
мере с членов второй степени. Если ни один из коэфициентов \, не 
равен нулю, то непосредственно получается квадратичная форма У(у,), 
для которой сопряженная форма У’, (у,) будет определеиной положнтель- 
чой формой. Достаточно взять 


1 В 
ИУ (я... №»), 
что дает 
И=РУ-... № у. 


Если все коэфициенты \, отрицательны, У является определенной 
отрицательной формой, и имеется устойчивость. Еслн хоть одии из 
коэфициеитов \, положителен, форма У является определенной поло- 
жительной формой или неопределениой формой, могущей принимать 
положительные значения; имеет место неустойчивость. Если один из 
коэфициентов Х, равен иулю, то ясно, что, какова бы ни была квадра- 
тичная форма У, для И, ие удастся получить определенной положи- 
тельной формы, так как У, обращается в нуль при значениях у,, кото- 
рые не все равиы нулю. 

Предположим теперь, что характеристическое уравнение имеет крат- 
ные корни, причем все эти корни действительны, и ни один из них не 
равен нулю. Тогда иад переменными х, можио (П, $ 421) произвести 
линейную подстановку с действительными коэфициентами, такую, что 
новые уравнения в вариациях разобьются на известное число групп 
простого вида (причем некоторые группы могут состоять из олиого 
только уравнения). Рассмотрим для определенности группу трех урав- 
нений следующего вила: у 


4у Чу. 4у 
т =, у, 2 — у. ВУ, 2 ==, Уз - У,У: + №2 (45) 
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Так как ), не равно нулю, 10, не изменяя этого коэфициента, можно 
Н, У, У› заменить’ числами, абсолютная величина которых будет меньше 
всякого заданного положительного числа; действительно, если заменить 
у. через роу., а у, через су., где си р-— два постоянных отличных 
от нуля множителя, то система (45) заменяется системой того же вида, 
где ); не изменилось, ав, у, % заменены ‘соответётвенно через ур, 
У. ср, с. Таким образом. если % не равно нулю, мы всегда можем 
предполагать 1, у, у, настолько. малыми, что квадратичная форма 


=) Е ВУ, МУ, Ура У, Уз Уз 


будет определенной положительной формой, так как при и==у, ==, ==0 
‘она приводится к форме 


моя»), 


а сама квадратичная форма 3, (у.у›У.) получается из’ формы 
1 э ы р 
в=5 и ах -Н> ) 


ау а 
путем диференцирования по # и замены =: Е и в их выражени- 
ями из соотношений (45). Поступая таким же образом со всеми груп- 


пами, подобными группе (45), мы, очевидно, образуем форму 
у, (Ут, У», - .‹ , У), 


которая будет определенной и положительной, если только ни одно из 
чисел \, не равно нулю. Соответствующая форма У, которая предста- 


1 
вится суммой таких слагаемых, как р озу У), распространен- 


ных на все группы уравнений, полобные группе (45), будет опреде- 
ленной отрицательной формой тогда и только тогда, когда все числа Х 
будут отрицательны. Заключение то же, что и выше. Решение устой- 
чиво, если все корни характеристического уравнения отрицательны, 
в неустойчиво, если один из них положителен, 

Предположим, наконец, что характеристическое уравнение имеет 
мнимые корни. Эти корни тогда сопряжены попарно, и каждой группе 
уравнений, подобной группе (45), соответствует сопряженная группа: 


ау Чу’ Чу, 
Ту 2. г. 3$ — фз. [И а ‚ 

АУ деи У» пу = МУН, -- 5, (45) 
причем переменные у, и У’ № и У, Уз и У так же как и коэфини- 
енты Ми, ций, жи у, ъ, и У,, являются сопряженными комплекс- 


ными величинами. В силу тех же соображений, что и выше, можно 
предположить, что модули коэфициентов д, %,, у, меныше любого на- 
перед заданного положительного числа. Полагая у: =, +, У = 

==и; — 9 ИТ. д., можно заменить систему уравнений (45) и `(45') систе- 
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мой шести линейных уравнений с действительными коэфициентами, но 
для нашей цели это преобразование не нужно. В самом деле, положим 


ВЕ: У, У, Уз. 
Принимая во внимание уравнения (45) и (45'), имеем: 


23 : + ‚ ’ ‚ ‚ ' . 
пр == №) У, 3,5 Е вуз) -- Ву Е мун, Ну, Е 


4 
-- У, уз У У» Уз - У, Уз. 


Квадратичная форма в правой части является определенной формой, 
когда модули м, у, у, лостаточно малы, если только \, |- М не равво 
нулю, т. е. если только действительная часть \, не равна пулю. Пусть 
/ =а--В И —Т, и ане равно нулю; полагая 


В ах ня ву аи -- 4 Ни) 


т) 
мы видим, что ; будет определенной положительной формой, если 


модули коэфициентов 11, у, у, сделаны предварительно достаточно ма- 
лыми, а сама форма %3 будет определенной положительной или отрица- 
тельной формой в зависимости от знака @. Поступая так же со всеми 
группами уравнений, происходящими от действительных или попарно 
сопряженных комплексных корней, видим, что всегла можно образовать 
такую квадратичную форму У(х,, х.,..., х,), что сопряженная квад- 
ратичная форма И) (х., х,,..., Х,) будет определенной положительной 
формой, если только ни один из корней \, характеристического урав- 
нения не имеет действительной части, равной нулю. Если все эти 
действительные части отрицательны, сама форма У является опреде- 
ленной отрипательной формой, и решение х,==0 устойчиво; если 
хоть олна из этих действительных частей положительна, форма У 
может нринимать и положительные значения, и решение х,=0 является 
неустойчивым. 

Исследование сомнительного случая. Если один из корней }, имеет 
действительную часть, равную нулю, имеем сомнительный случай. Это 
единственный случай, когда решение х,=0О может быть устойчивым, 
когда не все близкие к нему решения асимптотичны к нему. Сомнение 
может быть разрешено, кроме случая, когда действительные части всех 
остальных корней равны нулю или отрицательны. В самом деле, предпо- 
ложим, что некоторые из корней характеристического уравнения имеют 
действительные части, равные нулю, в то время как у некоторых дейст- 
вительные части положительны. Корни характеристического уравнения 
0$) ==0 вспомогательной системы 


ах’ 


В Г в: ПРИ 
НЕМ + о. На, — уж ... К анх, @=1,2,...,м), (46) 
которая получается из системы (42) заменой в ней а, через`а, — -5., 


2 
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равны корням уравнения (+43), уменьшенным на в. . При наших пред- 


положениях можно выбрать действительное и положительное число | 
так, чтобы ни один из корней уравнения 05)==0 ие имел действи- 
тельной части, равиой нулю, и чтобы действительные часги некоторых 
из них были положительны. В силу уже разобранного перед этим слу- 
чая существуег квадратичная форма 


И (а. 
которая может принимать положительные значения, в то время как 


форма 
Икь- хи == У 


1=1 


В зу 
ап А + .- | [м Ван. анк, 5 


является определенной положительной формой. Если в У(х,,..., х„} 
заменить х1,..., х„ интегралами системы (39), то подстановка в резуль- 
тате дает функнию от & производная которой, принимая во внимание 
определение № (х.,..., х„), имеет слелующее выражение: 


И = ВУИ Ф(х,, х,, 0х0, 


гле Ф — целый ряд относительно х.,х,,..., Х„, все члены которого не 
ниже второй степени. Так как И есть определенная положительная форма, 
то, как мы видели выше ($ 466), можн> определнть такое положительное 
число Ю, что {ФО при Её внутри гиперсферы радиуса А, и 
следовательно, У'’> ВУ. Пусть $ — произвольное положительное число, 
меньшее Ю, а |— другое положительное число == =. Внутри гиперсферы 
радиуса ц существуют точки, в которых форма Г принимает положи- 
тельные значения. - 

Пусть (5%, 20,..., х,) — одна из этих точек, и У, — соответсгвую- 
щее значение И; мы покажем, что траекторня, выходящая из точки 
(х0, х0,..., 20), достигает через конечный промежуток времени гипер- 
сферы радиуса &. В самом леле, предположим, что это не так. Тогда 
У есть функция времени #, удовлетворяющая уравнению вида У'—#У-- (0, 
причем $ (#) — положительная функция времени #. Следовательно, функ- 
ция У превосходит интеграл уравнения У’=нУ, при #=& прннима- 
ющий то же значение И’, т. е. превосходит УуекЧ”®. Но это выра- 
жение неограниченно возрастает вместе с [; а так как У (ху, х,,...,х,) 
остается о; раниченной внутри гиперсферы радиуса в, то точка (ж, Х»,..., Х„) 
не может оставаться постоянно внутри этой областн. 

В итоге, если действительные части всех корней }, характери- 
стнического уравнения отрицательны, имеется устойчивость; если дей- 
ствительная часть хоть одного из этих корней положительна, 
имеет место неустойчивость. Единственным сомнительным случаем яв- 
ляется тот, когда у р из этих корней (р>>0) действительная часть 
равна нулю, ау всех остальных действительные части отрицательны. 

Для решения вопроса об устойчивости или неустойчивости в этом 
случае нужно принять во внимание члены степени выше первой в правых. 


40 ГЛАВА ХХИ!. БЕСКОНЕЧНО БЛИЗКИЕ ИНТЕГРАЛЫ $ 467—468 


частях уравиений (39). Мы уже видели пример, где имела место устой- 
чивость ($ 465); для системы же 


ах _ ау _ 
= > 


решение будет иеустойчивым. 


468. ‘Устойчивость равновесия. Пусть И(хь, ль... х„) — аналитическая 
функция переменных х4, №... Х» Не зависящая от Ь обращающаяся вместе со 
своими частными производными первого порядка в нуль при х: ==0,...х„==0 
и голоморфная в окрестности этой точки. Уравнения 


4 _%0 ах, _ 90 


А а ПЗ 7 
Я д." Ч, 47) 
допускают решение х,=0. Это решение будет устойчивым, если фуикция 
И(хь... Х,) имеет максимум при х;==0. В самом деле, если в этой фуикции 
переменные х; заменить интегралами системы (47), то в результате получается 


и 


. 972 
функция от &, производная которой имеет своим выражением =) и, сле- 
= 9х 1 ы 


довательно, не может принимать отрицательных значений. Рассуждения $ 466 
показывают, что решение х,—0 будет устойчивым, если Ш(л,..., х„) имеет 
собственный максимум в начале координат, так как в окрестности начала эта 
функция не может принимать положительных значений. 

Для разрешения обратной задачи обозначим через У(х!,..., хи) квадратич- 
ную форму, образованную совокупностью членов второй степени в разложении 
(, и ограничимся случаем, когда гессиан этой формы не равен нулю. Прилагая 
к этой форме У(%, х,..., х) общую теорему 5 466, получаем для сопряженной 


9и\2 
формы У; как раз выражение › ( р] т © определенную положительную 
99 


форму. 

Для устойчивости необходимо и достаточно, чтобы \У(х1,..., х„) была опреде- 
ленной отрицательной формой, что является также необходимым и достаточным 
условием максимума функции ((х.,..., Хи) в точке ху; =0. Таким образом, если 
гессиан формы У не равен нулю, устойчивость может быть только в случие 
максимума для И в начале координат. 

В этом частном случае в характеристическом уравневии надо положить 

$2\/ 
9 — ац — Зах, 
и в силу известных свойств квадратичных форм, какова бы ни была форма. У, 
кории этого уравнения всегда действительн»я; если гессиан отличен от нуля, 
то ие может быть корня, равного нулю. | 

Теорема Лагранжа, относящаяся к задаче динамики при наличии силовой 
функции, не зависящей от времени, утверждает, что если эта силовая функция 
при иекоторых значениях параметров имеет максимум, то соответствующее по- 
ложение системы является положением устойчивого рэвновесия. Рассуждения 
$ 466 являются в сущности ие чем иным, как развитием классического доказа- 
тельства Дирихле. Исследование обратного предложения представляет гораздо 
большие трудности. Мы исследуем лишь частный случай. Предположим, что па- 
раметры, от которых зависит положение системы, выбраны так, что диферен- 
циальные уравнения движения имеют следующий вил: 


Фи, 50 и, 30 @х, _80. в 
аР ^ 9х’ а 9дх,’'`° ав 9х,’ 98) 
(х,..., хи) есть правильная в окрестности пачала функция от х1...., хи, обра- 


нлазощаяся вместе со своими произволными в нуль при х,— 0. Для разрешения 
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вопроса об устойчивости решения х,==0 ограничимся опять случаем, когда гес- 
сиан формы У(хь..., х„), который составляется из совокупности членов второй 
степени в функции Ц, отличен от нуля. Система (48) эквивалентна системе 2л 
уравнений первого порядка | 


+... @=Ь2,..., в). (4эу 


Можно прямо получить характеристическое уравнение линейной системы,. 
которая получается, если в празых частях пренебречь членами высшего порядка. 
Достаточно разыскать интегралы этой системы такого вида: 


х)—=а;ем, у =Нем, 


что приводит для определения в к уравнению 


аи — в а, 27’ 
[а 23 — 12... а; 
ри. ег, |506 
Гат @ ло ... @т — 


„ Корнями этого уравнения являются величины -— Ул, а), — корни первэго. 
хлрактеристического уравнения, относящегося к уравнениям (47). Все эти числах, 
действительны, и по прелположению ии одно из них ие равно нулю. Если бы. 
одно из М было положительным, уравнение относительно в имело бы один 
положительный корень, и по общей теореме решение уравнений (49) х.— у,==0 
не могло бы быть устойчивым. Итак, результат этого исслелования может быть 
выражен следующим образом: если изучение членов второй степени в функции 
Ох... хи) позволяет узнать, имеет ли эта функция максимум для значений 
х;—=0 или нет, т› для устойчивости равновесия необходимо, чтобы функ-- 
ция 0 имела максимум *. 

Примечание, Если все числа \, отрипательны, то действительные части 
всех корней уравнения Д(;) = 0 равны нулю. В этом именно случае, если не принять. 
во внимание особого вида уравнений (49), нельзя а рйой утверждать, что полу- 
ченное решение будет ‘устойчиво **. 


469. Приложение к более общим системам. Прелыдущие результаты 
можно обобщить на такие системы (39), когда линейные уравнения (42} 
образуют приводимую систему (П, $ 424). Напомним, что так называются 
линейные системы, которые линейной подстановкой над переменными х, 
могут быть приведены к линейной системе с постоянными коэфициентами, 
причем для # > & коэфициенты этой подстановки, так. же как и их про- 
изводные по #, являются‘ непрерывными и ограниченными функциями’ 
переменного 2, и величина, обратная определителю этих коэфициентов, 
тоже ограничена. Ясно, что если система (42). приводима, то, прилагая 


* Теорема, обратная теореме Лагранжа, в более общих случаях была уста: 
новлена Ляпуновым (Лоигна! 4е ЦоиоШе, 13%6), Пенлеве (Сотрёез гепиз, 1; 125, 
р. 1021), Адамаром (Лоигпа! ае Моноше, 1897) и позднее Е. Коттоном (Сотрёез 
гепи$, { 153, р. 1029). 

** Данное выше определение устойчивости ($ 465) относится только х буду- 
щему, когда & изменяется от & до + со. Но можно представнть себе и другое 
определение, относящееся вместе и к будущему и к прошлому; Е тогда изменя- 
стся от — со до -+ со. При измененин на -- # корни характеристического уравне- 
ния умножаются на (—1). Следовательно, устойчивость вместе и в будущем и 
в прошлом может быть только тогла, когла действительные части всех этих кор- 
ней равны нулю. Но мы приходим к такому случаю, когда изучения уравнения 
в вариациях недостаточно, чтобы решить вопрос об устойчивости и неустойчя- 
вости. о: 
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ко всей системе (89) целиком только что определенную линейную под- 
становку, мы заменим ее системой того же рода, в которой коэфици- 
енты членов первой степени в правой части не будут зависеть от & 

В частности, мы видели, что, когда коэфициенты системы (39) яв- 
ляются периодическими функциями от &, система (42) приводима. Из 
приведенного выше доказательства этой теоремы следует, что кории 
характеристического уравнения преобразованной системы в точности 
‘являются характеристическими показателями системы (42) с периодиче- 
скими коэфициентами (ПН, $ 423). Следовательио, устойчивость будет 
иметь место тогда, когда у всех характеристических показателей дей- 
ствительные части отрицательны, а неустойчивость — если хоть у одного 
из этих показателей действительная часть положительна. 

470. Асимптотические ряды. Условная устойчивость. Результаты, полу- 


ченные в прелыдущих параграфах, могут быть подтверждены непосредственным 
изучением рядов, представляющих интегралы, в случае, когда действительные 
части чисел », все отрицательны, причем эти ряды расположены по степеням 
начальных значений (см. дальше Упражнение 1, стр. 44). Пуанкаре и Ляпунов 
ввели ряды другого рода, выявляющие асимптотический характер решений. Мы 
займемся лишь наиболее простым случаем, а именно системой, которую можно 
преобразовать к приведенному виду: 


Их ах ах 
Ам ж+..., ПР хр. мхи... (50) 


ненаписанные члены образуют целые рялы относительно х,..., Хл», начинающиеся 
с членов второй степени, и их коэфициенты не зависят от #. Положим 


= Сем, из Сьем,..., пр Сре (рэп), 


где С, С.,.... С, — отличные от нуля постоянные, и поставим целью найти 
целые ряды с постоянными коэфициентами, расположенные по степеням 24, #з, -.-, Ир 
а формально удовлетворяющие уравнениям (50): 


МУ) Фиат, .. т, ин и"... ны @= =1,2,..., п). (210 


Здесь коэфициенты и, т....тр— Постоянные, подлежащие определению. Для 
окончательного уточнения поставленной задачи предположим, что в выражениях 
для х,.... хр членами первой стенени являются соответственно и; И» ...,Ир, 
в то время Как х,+,....Х, ие содержат членов первой степени относительно 
Ч, -.., Ир. 

Вообще мы имеем: 


а ` Е 
я ( ит цу с = им +... + тр) р ци ИР. 


Подставим разложения (51) в уравнения (50); написав, что в результате получа- 


ется тождество, для определения коэфициента И, т: ть имеем соотношение: 


(ти... + тра р— МЕ т,...тр == = Ним ...ть’ 152) 


где правая часть составляется из коэфициентов рядов (50) и из уже определенных 
коэфициентов рядов (51), происхолящих от членов более низкой степени огно- 
сительно Ив из... и,, посредством операпнй сложения и умножения. Следова- 
тельно, можно определить шаг за шагом все коэфициеиты [2 и мы нигде не 
встретим препятствия, еслн только между количествами ^ не существует ника- 
кого соотношения вида 


тм +... + трА, - М=0. (53) 
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Здесь пи,..., т», — целые положительные числа, сумма которых по меньшей 
мере равна 2. а индекс { может принимать любое из значений |,2,..., и. Сделаем 
это предположение и допустим, кроме того, что модуль выражения (53) имеет 
положительную нижнюю границу [. Чтобы доказать сходимость полученных 
таким образом рядов (51), рассмотрим систему вспомогательных уравнепий, где 


п заключается между О и [и меньше # 


т 


чи т 
пищ + У Ом... т У - + Ув , 


т,> 77 ги. 
При, + ХО. ть + т" 
„т т 
Урна 0. ть Уи" 


\ 
| 
| 59 
[ 
| 


. о. .. оо 


пи ХО, ... ти УЕ" +." 


здесь правые части являются усиливающими рядами для рядов в правых частях 
уравнений (50). Уравнения (54) удовлетворяются целыми сходящимися рядами 
относительно и, #з,...,И,, и легко шаг за шагом проверить в силу самого опре- 
леления чнсла т, Что этй новые ряды будут усиливающими для рядов (51). 
Отсюда следует, что если только абсолютные значения коэфициентов С., ., 
меньше соответственно подобранной границы, то сами ряды (51) тоже сходятся 
для значений &, заключенных между нулем и положительным числом Г. 

Предположим, что действительные части чисел %,.. Ар отрицательны и что 
равенство (53) никогда не выполняется для целых и положительных значений 
чисел ин, ть .. ‚ту, сумма которых больше двух. Так как при неограниченном 
возрастании чисел И, т»,..., Тр действительная часть выраження + и; +... 
‚..-Н А, тр неограниченно уменьшается, то в этом случае имеется положительный 
минимум для модуля левой части соотношения (53), и мы можем приложить 
предыдущий результат. Существуют ряды (51), формально удовлетворяющие 
уравнениям (50) и расположенные по степеням Счем,..., Срельё; эти ряды схо- 
дятся при # = 0, есфи только модули С;,..., С, достаточно малы, а следовательно, 
они. сходятся для всех положительных значений #. Очевидно, что соответствую- 
щие интегралы асимптотически стремятся к решению х,—0. Если р=п, этот 
результат вполне совпадает с общей теоремой относительно устойчивости; но, 
редполагая, что среди чисел \,...,}и имеется только р с отрицательной дей- 
ствительной частью, мы получаем новые результаты. Если за ).,...,\, взять эти р 
корней и если соотношение (53) никогда не выполняется для целых н положи- 
тельных значений коэфицнентов т.,...,М,» мы получаем интегралы, асимпто- 
тические к решению х, == 0 и зависящие отр пронзвольных постоянных С,, .... С, 
Говорят, что имеется условная устойчивость. Множество этих траекторий в 
пространстве и измерений образует многообразие р измерений (Е„), являющееся 
также геометрическим местом такнх точек, что траекторин, выходящие из одной 
из этих точек, асимптотнчны к решению х, = 0. 

Эти же ряды позволяют также доказать, что если у одного из чисел \, дей- 
ствительная часть положительна, то не может быть устойчивости в абсолютном 
смысле этого слова. В самом деле, пусть \, — один из корней ДО (д) =0, действи- 
тельная часть которого положительна и по меньшей мере равна действитель- 
ной части какого-нибудь одного из остальных корней. Если т, > 1, ни одно из 
чисел пи м —\/ не может быть нулем; следовательно, существуют решения сис- 
темы (50), в которых хи,....х„ представлены целыми рядами, расположенными 
по степеням 1: = С; ем, с радиусом сходимости р, отличным от нуля. Ряд, даю- 
ций лх:, начинается с члена и, а остальные ряды иачинаются с членов второй 


степени. Начальное значение х; при # =0, которое обозначим хо, равняется сум- 
ме целого ряда относительно С;, начинающегося с Сь, из которого, обратно, для 


С: можио получить целый ряд относительно м, начинающийся с хо, так что 


0 
(23+... - (22)? стремится к нулю одновременно с хо. Предположим для 


‹игределенности, что \, действительно. и пусть й положительное число < р такое, 
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это значение х; (и;) ‘при и; = не равно нулю. Пусть, с другой стороны, п — 
произвольное положительное число. За д можно всегда взять такое положи- 
тельное число, меньшее *, чтобы соответствующее значение`с для С; было по- 


ложительно и меньше й, потому что отношение — тремится к единице, когда 


х 
й 
хо стремится к нулю. Соответствующий интеграл х, (сем, принимающий при 
#{-=0 значение х” достигнет значения л;(й) к моменту времени Т, который 
й 1 у вр р 


1 й 
дается равенством А -= се»Т, т. е. для положительного значения = (о). 
: 1 

Таким образом решение х, = 0 неустойчиво. Если }, — комплексное число с по- 
ложительной действительной частью, то применимо подобное же рассуждение, 
Тогда имеется еще корень )», сопряженный первому, и рассматриваются ряды, 
расположенные по степеням Сем и Сьез/, причем за С; и С, взяты сонряжен- 
ные комплексные количества. 

‚ Для изучения асимптотических рядов в более общих случаях следует обра- 
титься кроме мемуара Ляпунова еще и к УП главе | тома Мёо4ез попуеЦез 
Че 1а Мёсатчие с@е$4е Пуанкаре и к УШ главе Ш тома ТгаНё @а’Апайузе Пикара. 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Доказать непосредственным изучением рялов, расположенных по степеням 
начальных значений и представляющих интегралы, что когда действительные 
части всех корней характеристического уравнения 2(\)==0 отрицательны, то 
имеется устойчивость. ° 

Примечание. Рассмотрим систему следующего вида; 

ах й т 

во ПРООН > 1 ха т 

а мж- Рита... ть ^2 Я”, (А) 
причем действительные части всех \, `положительны. Пусть в положительное 
число, меньшее, чем действительные части всех },. " 

Рассмотрим вспомогательную систему 

ах, ; тя. т. 

АВ Х У : ХХ"... ХТ А’ 

а ВА: Чт, т; ... ть 1 2 п’ (А) 
гле О, — преобладающие функции для функций Р, при ЕВ. Подстановкой 
х—=е`Ну, Х, =е-#У, обе системы (А) и (А’) заменяются двумя системами 
того. же рода, причем при соответственно выбранном положительном числе # коэ- 
фициент при У, будет больше модуля коэфициента при у,. Слеловательно, доста- 
точно доказать высказанное предложение для вспомогательной системы виде 


АХ, _ __ (Ж- Хх. .. НХ. 
= ® М ХХ... Х, 


1— 
р 


М, ви р положительные числа. Это легко достигается разложением интегралов 
по степеням начальных значений. 


2. Приложить общие теоремы относительно устойчивости к изучению инте- 
гралов уравнения Хау — ах =0 в окрестности координат; Хи У— целые ряды 
относительно хи у, без постоянного члена. . 

Приводим задачу к нзучению системы 


ах у ‚ 9 у 
ЖШЕА=ах ФУ ..., и==У=ах ВУ... 


и замечаем, что интегральная кривая, выходящая из точки (хо, У’, пройдет через 
начало координат только в том случае, если х и у стремятся к нулю, когда аб- 
солютная величина {Г неограничённо возрастает (ср. П, $ 427). 


ГЛАВА ХХ. 
УРАВНЕНИЯ МОНЖА-АМПЕРА *. 
1. ХАРАКТЕРИСТИКИ, ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 


471. Задача Коши для уравнения второго порядка. В случае уравне- 
ния в частных производных второго порядка с двумя независимыми пе- 
ременными общая теорема существования Коши (т. ПН, $ 456) читается 
так: 

Пусть дано уравнение 4 

922 22 2 

г—=Р(х, у, 2, р, 9, $, Г—=, = —= — 1 

(х, У, 2, р, 4, 5, 1), ( 8, зжэу' зуЕ}› (1) 

правая часть которого есть аналитическая функция, голомогфная 
8 окрестности значений ху, Ус, 20, Ру, 90» 53 5; пусть 95(у) и $1 (у) — 
98е функции от у, голоморфные в окрестности у=у, и такие, ито 


Фо (Ус) == 2%» Фо (Уо) == 490» $, (Ус) == 4, $1 (5%) == Ро» $, (У) == 50; 


уравнение (1) допускает интеграл 2(х, у), голоморфный в области 
точки (Хо, Уд} ий такой, что при х-= ху 


2 (хо, У} = Фо (5), (=) ==, (у). 


Существует только один интеграл, удовлетворяющий этим условиям. 

Условия, определяющие интегральную поверхность, имеют очевидный 
геометрический смысл. Два уравнения х=Х,, 2==%5(у) представляют 
плоскую кривую С, и мы видим, что кривая С принадлежит бесконеч- 
ному множеству интегральных поверхностей, зависящих от произволь- 
ной функции $. (у). Если задать также эту функцию $, (у), то этим 
самым определяется. касательная плоскость к интегральной поверхности 
вдоль всей кривой С. Рассмотрим в более общем случае произвольную 
плоскую илн пространственную кривую Г и развертывающуюся поверх- 
ность А, проходящую через эту кривую таким образом, что каждой 
точке М кривой Г соответствует плоскость, проходящая через каса- 
тельную к Г в точке М. Интеграл уравнения второго порядка 


Е(х, у, 2, р, 4, г, $, ) =0, (2) 


* Я ограничиваюсь существенными пунктами теории; за ббльшими подроб- 
ностями можно обратиться к моей книге „Гесопз зиг Рииботаноп Ч4ез вапанопз 
апх Ч6Пубез$ рагНеЙез Чи зесопа огаге“ (Негтапп. 1896—1898). 
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вообще говоря, вполне определяется требованиями, чтобы он проходил 
через кривую Г и касался развертывающейся поверхности А вдоль 
всей этой кривой. В самом леле, предположим, что в окрестности точки 
(хо» У 20) кривой Г уравнения этой кривой представлены в виде 
У==Х (*), #=$(х); функции / (х), ©(х) голоморфны в области точки Хо. 
Введем три новые переменные и, 9, &, связанные с переменными х, у, 2 
соотношениями 


х=и, ужи) 9, д==0 (и, 

и булем рассматривать и и Ф как новые независимые переменные, а че 
как новую неизвестную функцию. Из соотношения 42==рах-- дах 
получаем (Г, 5 64): 


ил и — 9%. 
= +9 (и) у5/ (9), 9=—; 


исходя от тождеств 


ар=гах | 54у, 49= зах --14у, 
далее имеем: 


9210 92% 92% 9% 
к у) ! РА ! рии г о ] ” 
г ди? у (и) ди дэ {у (и)} 992 у (и) 92 Ф (и), 
__ 920 ‚, 3290 __ 2% 
лю Л я’ ‘и. 


2 2 
5 (&. 9, 2, 3 ‚ ыы ‚ ре зе „ =) =0, (3) 
ди ° 90’. 92 ’ диф” 992 
в то время как геометрические условия, которым должен удовлетворять 
искомый интеграл, заменяются следующими: & должно равняться нулю 
при ® = 0, каково бы ни было ип, потому что 2 должно привестись к $ (х} 
при у=У(х); с другой стороны, так как касательная плоскость к по- 
верхности дана вдоль всей кривой Г, то 9 является известной функ- 


9“ 

пией от х, и следовательно, 37 ПРИ 9—0 есть известная функция 

от и. Мы приходим, таким образом, к более простой залаче: 
Определить интеграл уравнения (3), обращающийся в нуль при 


9 °. 
1—0, 70огда как производная Ри делаетея равной некоторой извест- 


ной функции от и. 
Эти ус Л ачения 4 0 дю дю 
ловия позволяют вычислить значен о , 
” ди’ №’ 9” 


92 ` 

р при #=-= ху, 9 = 0. Для того чтобы иметь право прилагать общую 
и 

теорему существования, достаточно, чтобы уравнение (3) было разре- 


32 
цгимо относительно ес и могло быть приведено к нормальяому виду (1). 


з 
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Для этого достаточно, чтобы это уравнение (3) допускало относителёно 
2 
р корень, который был бы голоморфной функцией остальных переменных 
в окрестности предыдущих начальных: значений. Чтобы удостовериться, что 
в общем случае, т. е. если кривая Г и развертывающаяся поверхность А 
не были выбраны особенным образом, это действительно имеет место, 
заметим, что вдоль Г угловые коэфициенты р и 4 касательной плоско- 
сти к развертывающейся поверхности А являются функциями от х, уло- 
влетворяющими условию $'(х) =р--9/' (х), которое выражает, что эта 
илоскость содержит касательную к кривой 

Значения вторых производных г, $, # неизвестной функции 2(х, У) во 
всякой точке Г должны удовлетворять уравнению (2} и двум следующим 


соотношениям ; 
АВ, (4) 
Ч (х)==5-#/' (х). 


Пусть го. 5, &— система решений уравнений (2) и (4), где поло- 
жено х = Ху, У У, 2==2, == (хо). Этой системе решений уравнения (2) 
соответствует система решений уравнения (3), и, пользуясь форму- 
лами замены переменных, дающими г, $ и 2, непосредственно убеждаемся, 
что . 


А -Фуиинфльн, © 


Если правая часть этого соотношения не равна нулю, то уравне. 


р 


ние (3) разрешимо относительно и общая теорема существования 


9:2 ° 
приложима. 

В итоге предложенная задача допускает столько же голоморфных 
решений, сколько уравнения (2) и (4) допускают относительно г, $ и 
систем решений, для которых выражение 


92 9Р 3Р 
лоту 


отлично от нуля. 

Изучение исключительных случаев, когла это выражение равно нулю, 
будет полробно проведено для частного класса уравнений. . 

Предшествующие рассуждения оправдывают определение общего ин- 
теграла, прелложенное Дарбу и принятое в настоящее время: 

Интеграл является общим, если входящими в него’ произвольными 
величинами — функциями или постоянными в неограниченном числе — 
можно располагать так, чтобы найти решения, существование ко- 
торых доказывается теоремами Коши, т. е. так, чтобы для всех 
точек некоторой кривой неизвестная функция и одна из ее первых 
производных принимали последовательность значений, определенную 
каким-нибудь заранее заданным непрерывным законом. 
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Действительное определение интеграла, удовлетворяющего этим усло- 
виям, составляет задачу Коши для уравнения второго. порядка. Пре- 
лыдущие рассуждения предполагают, что уравнение и данные являются 
‚аналитическими; в более широком. смысле название задачи Коши ©о- 
храияется также и при не аналитических данных. Дальше мы увидим, 
что в болышом числе случаев для решения не требуется условия анали- 
тичности (гл. ХХМ|. 


Примечание 1: Если существование интеграла, удовлетворяющего 
"условиям Коши, уже доказано, то можио шаг за шагом вычислить значения 
последовательных  производиых. неизвестной функции 2(х, у} в любой точке 
кривой Г. Так, например, производные третьего порядка получаются при раз- 
фешении системы пяти линейных совместных уравнений 


ИН рю Ри ры 0, 
+ а ыы И ла, ри == ны 
и == Рзо Е 2х), 
р = Ра + Ры/ (<), 
АЕ 


дЕ= Ра + РГ. 


где зи Г уже вычислены; и так далее. Легко проверить, что производ- 
иые л-го порядка даются системой линейных травнений, в которых определи- 
-тель из коэфициентов при иеизвестиых является степенью выражения 


3 эр 9 
Иа в + 5, 


о предложению отличного от нуля. 
. Примечание 2. Пусть дана интегральная поверхность $ уравнения (2). 
.Диференциальное уравнение 


9Р 9Е 9Р 

мы — = —- 4х? == 

У ду — 35 ау; ал? -=0, 

в котором 2, р, 4, , $, Ё предполагаются выраженными при помощи перемен- 
ных хи у, определяет на этой поверхности два семейства кривых, которые 
называются характеристиками. Рассмотрим одну из этих кривых Г и развер- 
тывающуюся поверхиость А, описанную около $ вдоль кривой Г. К этому 
геометрическому образу неприложима общая теорема сушествования, потому 
‘что мы как раз находимся в Том исключительном случае, который был’ оговорен 
в нангих рассуждениях. В частности замечаем, что если существует бесконечное 
множество интегральных поверхностей, зависящих от одного или нескольких 
произвольных постоянных и касательных между собою вдоль некоторой кривой, 
то эта кривая необхолимо является характеристикой на каждой из этих по- 
верхностей. 


Примечание 3. Часто говорится, что общий интеграл уравнения в частных 
производных второго порядка с двумя независимыми переменными зависит от 
двух произвольных функций одного переменного. Этот оборот речи приобретает 
точиый смысл только в том случае, если обратиться к. самой формулировке тео- 
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ремы Коши, и вообще неосторожно судить о степени ` общности некоторого ин- 
теграла по числу произвольных функций, входящих в его выражение. Рассмо- 
912 92 . 
трим, например, уравнение Г =, и интеграл этого уравигния, равный при 
. еду 


й 2 
х— ху, данной фупкцни $ (у), в то время как я обращается в другую данную 


функцию 6 (у); обе эти функции голоморфны в области точки уз: 


$ (у) = а а, (у — у) +... + а (у — У)" +... 
$У=ьЕноиб-... бб... 


Этот интеграл легко получается, и если расположить разложение по степе- 
ЯМ х — №, то можно написать его в виде: 


(х Ш = и’ 


и ООО... 


({х— хи хо 


и И 


Здесь выявлена роль обеих произвольных функций $ (у) и $ (у). 
Но если расположить разложение по степеням у — у, То его можно написать 


еще и так: 
[№ — 2 —_уи 
аа Ро м) +... + У" Ре)... 


Ах: обозначаст голоморфную фуикцию 


Р (= — 4 НХ — а — «— т.2 —жй +в м + ... 


(ежи ь (х— му" 
и о Тм ии... бо + 


з..ь 


и это новое выражение содержит уже только одну функцию Р(х). Этот резуль- 
тат легко объяснить, если заметить, что с чисто формальной точки зрения совер- 
шенно равнозначаще задать два целых ряда $ (5} и $ (5) или задать один только 
ряд Р(х) (ср. 1, $ 170). 

Это замечание приводит к важному свойству интегралов уравнения г== 4. 
Функция Р(х) — это та функция, в которую обращается интеграл при у==уг; 
мы вндим, что этот иптеграл вполне определен, если известна одна только функ- 
ция Р(х), что как будто противсречит теореме Кошн. Но это внешнее проти- 
воречие объясняется тем обстоятельством, что кривые у—С интегральной по- 
верхности являются характеристиками, для которых теорема неверна. Заметим 
также, что эта функция Р(х) не может быть выбрана произвольно, еслн предпо- 
лагать интеграл голоморфным в области точки (хо, №}. В самом деле, тогда ряды 
$ (5), $ (у) имеют конечный радиус сходимости, и существуют два таких положи- 
тельных чнсла М и р, что, каково бы ни было п, имеем: | а] < Мр-”м, |8, |< Мр-". 
Заменяя в Р(х) аци В, через Мё-”, получаем целую функцию; следовательно, 
всякий интеграл уравнения ^г—=0, который является аналитической функцией 
лвух переменных х и у, голоморфной в области точки (ху, Уз), есть целая функ- 
ция переменногох при у= у. Отсюда следует, что нельзя отыскать аналитиче- 
ский интеграл, равный при у — уу заданной голоморфиой функции от х, если эта 
толоморфная фупкция произвольна; в частиости, необходимо, чтобы она была це- 
лой функцией от д. 

Этот пример часто приводится в доказательство того, что теорема Коши 
иеприложима к уравнению, которое не преобразовано к нормальному виду, ко- 
торый требуется в доказательстве. 


4 5. гурец, т. И ч. 
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472. Элементы соприкосновения. Миогообразия М, Назовем для крат- 
кости элементом соприкосновения, или, проще, элементом совокупность 
точки с координатами (х, у, 2} и плоскости, проходящей через эту точку, 
< угловыми коэфициентами ри 4. Когда пять координат х, У, 2, р. 9 
элемента являются функциями одного или нескольких независимых пере- 
менных, мы получаем многообразие элементов. Но здесь мы будем 
рассматривать только такне многообразия, в которых функции 


Хх, у, 2. р, 9 


и их дифегенциалы тождественно удовлетворяют соотношению 
4: —-рах + 9ау; {7 


тогда говорят, что два бесконечно близких элемента такого многообра- 
зия являются соединенными. Соотношение (7) выражает, что Точка 


(х-- ах, у-- 4у, 2-42) 


расположена в плоскости с угловыми коэфициентами ри 9, проходящей 
через точку (х, у, 2). Многообразия такого рода обозначаются буквой 
М, причем индекс Е указывает число измерений многообразия, т. е. 
число независимых переменных, от которых зависят х, у, 2, р, 9. 

Рассмотрим сначала многообразие М;; х, у, 2, р, 9 являются тогда 
функциями одного независимого переменного а, удовлетворяющими с- 
отношению (7). Точка (х, у, 2) описывает кривую Г, и условие (7) 
выражает, что плоскость с угловымн коэфиниентами ри 4, соответ- 
ствующая кажлой точке кривой Г, проходит через касательную к Г в этой 
точке. Таким образом многообразие М, образовано соединением кривой Г 
и развертывающейся поверхности А, проходящей через эту кривую, при- 
чем каждой точке кривой Г поставлена в соответствие касательная 
плоскость к А вэтой точке. В частности, может случиться, что кривая Г 
сведется к одной точке; в этом случае многообразие /М, составлено из. 
совокупиости элементов, которые состоят из одной определенной точки. 
пространства и из касательных плоскостей любого конуса с вершиной. 
в этой точке. 

Если каждой точке поверхности $5 постазить в соответствие касз- 
тельную плоскость в этой точке, то получается многообразие элементов, 
зависящих от двух переменных параметров и тождественно удовлетворяю- 
щих соотношению (7), т. е. многообразие М,. Обратио, если даны пять 
функций двух независимых переменных, удовлетворяющих условию (7). 
то могут представиться три случая: 1) в общем случае точка (х, у, 2} 
описывает поверхность $; плоскость с угловыми коэфичиентами ри 4 
является тогда касательной плоскостью к этой поверхности в точке 
(х, у, 2), и многообразие М. получается, если кажлой точке поверхности 
поставить в соответствие касательную плоскость в этой точке; 2) если 
точка (х, у, 2) описывает кривую Г, многообразие /,` состонт из всех 
элементов, которые получаются, если каждой точке кривой Г поставить 
в соответствие любую плоскость, проходяшую через касательную в этой 
точке; эта совокупность, конечно, зависит, от дгух параметров» 
3) может также случиться, что точка (х, у, 2) неподвижна, ариа— 
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лва переменных параметра. Соотношение {7) опять удовлетворяется, а 
многообразие /М, состоит из всех элементов, получаемых, если непод- 
вижной точке пространства поставить в соответствие произвольную 
илоскость, проходящую через эту точку. Для общности некоторых теорем 
представляет иптерес рассматривать многообразия М, всех трех родов. 
Но в дальнейшем мы займемся лишь многообразиями /М., образованными 
кривой и касательными плоскостями к развертывающейся поверхности. 
проходяшей через эту кривую, и многообразиями /.5, каждый элемент 


которых образован точкой поверхности $ и касательной плоскостью’ 


в этой точке. Ясно, что поверхность $, или, точнее, соответствующее 
многообразие Л., может быть порождено бесконечно разпообразными 
способами семейством многообразий /., зависящим от произвольного 
постоянного. В самом деле, достаточно взять на поверхности 5 произ- 
вольное семейство кривых, зависящее от одного параметра, и каждой 
из этих крнвых поставить в соответствие развертывающуюся поверхность, 
описапную около 5 вдоль этой кривой. 

Пользуясь только что введенной термипологией, задачу Коши для 
уравнения второго порядка с двумя независимыми переменными можно 
поставить так: 

Пусть дано многообразие Му; найти интегральную поверхность, 
которой принадлежат все элементы этого многообразия. 

473. Уравнения Монжа-Ампера. Характеристики. Мы разберем эту 
задачу для случая, когла уравнепие второго порядка линейно относи- 
тельно г, $, или имеет более общий вил, рассмотренный Ампером: 


Не-- ЗК5-На- М- МЕ 52) ==0, (8) 


гле Н, К. [., М, №— функции от х, у, 2, ри 9. Пусть х (0), У(), 20), 
р0), 90) — координаты элемента многообразия /М, состоящего из 
точек кривой Г, каждая из которых поставлена в соответствие касатель- 
ной плоскости в этой точке к развертывающейся поверхности А, про- 
ходящей через эту кривую Г. В любой точке кривой Г вторые произ- 
водные г, $, & неизвестной функции 2(х,У} должны удовлетворять 
уравнению (8) и двум условиям: 


Ар =гах--$4у. аа-=зах @4у. (9) 


где х, у, 2, р, 9— функиии параметра \, и сначала надо разрешить 
эту систему трех уравнений относительно‘, $ и Ё. Для облегчения 
исследования этой системы утобно употребить следующую геометриче- 
скую интерпретацию. Если рассматривать х, у, 2, р, 4, ах, ау, ар и а8 
как данные постоянные, г, $, #— как прямоугольные координаты точки, 
10 уравнения {9) представляют прямую О, параллельную одной из об- 
разующих конуса (Т), уравнение которого 7? — 5* —=0; уравнение же (8) 
при №М=-=0 представляет поверхность второго порядка 5, для которой 
конус (Т) является паправляющим конусом, а при М№М-— 0 представляет 
собою плоскость Р. При этом могут иметь место лишь следующие 
случаи: 

1. Вобщем случае прямая О встречаст поверхность 5 или плоскость Р 
в единственной точке на конечном расстоянии, и следовательно, 
4* 


52 ГЛАВА ХЖУ. УРАВНЕНИЯ МОНЖА-АМПЕРА $ 473 


уравнения (8) и (9) допускаюг единственную систему решений относн- 
тельно г, и #. Задача Коши имеет одно единственное решение *. 

2. Может случиться, что прямая О не встречает поверхность`5$ или 
плоскость Р ни в какой точке иа конечном расстоянии. Задача Коши 
не допускает голоморфного решения. 

3. Наконец, может случиться, что прямая О расположена вся целиком 
на поверхности $ или плоскости Р, так что для каждой точки кривой Г 
уравнения (8} и (9) допускают бесконечное множество систем решений 
отпосительно г, 5и #. Тогда говорят, что рассматриваемое многообразие М, 
является характеристическим многообразием или характеристикой. 

Для составления уравнений, определяющих эти многообразия, доста- 
точно выразить тот факт, что прямая ОР целиком расположена на поверх- 
ности, которую представляет уравнение (8). Предположим сначала, что 
№==0; умножая все члены уравнения (8) на № мы можем нанисать 
его в виде: 


(М-Н Е) (М-Н) — №52 + 2КМ№ -- ММ — НИ. = 0, 


илн иначе: 


(м Вм-Н— (№) (№№) = (10) 
где, и  — два корня уравнения второй степени 
КА -- 52 — ММ-=0. {11} 


=— АУ К — НЕЧММ, ь==—К—УК— НЕМ. (13) 


Уравнение (10) выявляет обе системы прямолинейных озразуюних 
поверхностн 5; можно получнть все эти образующие, придавая все воз- 
можные значения параметру } в одной из следующих сислем уравнений: 


М-Н == (№), А (2) МЕ в (м№-Н»,), \ (в) 
М-Н, = в (М Ти, у № = и (М Я). | (8. 


Для того чтобы прямая 0, представляемая уравнениямн (9), входила 

в состав одной из этих систем прямолинейных образующих, нгобходимо 

и достаточно, чтобы можно было определить м так, чтобы удовлетва- 
рялись с ютношения 

ах ау ‚ар 79 


Мм №, рН ь, 


или подобные соотношения, полученные перестановкой и %,. 
Исключение м из предыдущих уравнений приводиг к двум ураз- 
нениям: 


Мар ах — + 4—0, №аз-- ах + Нау—=0. 


= В самом деле, для этой системы решепий выражение 45) ($ 471! не равно 
Е ЭР э9е _ 
нулю, так как у-, у, 3, суть паправляюшие парамегры нормали к 5 или 


к Р, а 47, — @х Чу, Чл суть направляющие параметры прямой О. 
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В конечном счете всякая характеристика /М, уравнения (8) состоит 
из системы пяти функций х, у, 2, р, 4 одного независимого перемен- 
ного, удовлетворяющих одной из следующих двух систем трех уравнений: 


мар гах | 4у=0. №44 --\, а«-Р Нау==0, (13 
42 —рах —94у==0, } 


№ар -- Гах-Р\ 4у=0, Мау--Хах--Н4у=0, 13) 
42 —рах —а94у=0, (13), 


получающихся одна из лругой пересгаповкой \, и \,. Мы видим, что 
в общем случае имеются два различных семейства характернстик, которые 
слираются, если \,==),, т. е. в том и только в том случае, когда но- 
верхность 5 вырождается в конус. 
Предположим теперь, что № ==0; уравнение {8) тогда линейно от- 
носительно г, $ И {, 
Не 2К$ + 4--М.=0. {8') 


Прямая, проходящая через начало коорлвнат параллельно прямой Д, 
дается уравнениями: 
г 5 Е 


(ау) — 4х ЧУ (4х) ; 


эта нараллельная прямгя должна лежать в плоскости Ни-+ 2К$ -|- /#==0, 
проведенной через начало координат параллельно плоскости Р, для чего 
требуется выполнение соотношения 


Нау? — 2Ках ау Е 4х? ==0. {14} 

Мы будем рэзлячать еще несколько случаев: 
Перзый случай. Пусть Н==0. Из уравнения (14) получаем для ры 
два конечных значения и \,. Возьмем, например, 4у == Мах; уравнения 


(3) дают, далее: 


__ 99 ар . 4 2 
=: М 2х *^ ЕЕ МЕ 


Подставляя эти значения для ги $ в уравнение (8’) и принимая во 
взимание соотношения между коэфициентами и корнями уравнения (14), 
мы напишем полученное условие в таком виде: 


Нар-+ Н» 49+ Мах =о0. 
Итак, диференциальные уравнения обеих систем характеристик напи- 
итутся следующим образом: 
4у=\ 4х, Нар-- Н\ 49 Мах==0, 4: — рах — 4 4у==0, (15) 
ду=\ах, Нар- Н\ 44-- Мах==0, 42 — рах—94у=0, (15), 
причем %, и » — два корня уравнения | 


НЗ — 2-10. (16) 
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Второй случай. Пусть Н==0, по Ё:2:0. Совершенно такие же 
вычисления приводят к следующим диферснциальным уравнсниям обеих 
систем характеристик: 

42—рах—94у=0, ах -0, Мау-- 2Кар-+ Е а4:=0, (1Т}. 
42 — р4х —44у:=0, 2Кау--Г4х==0. Мау--Ьа9==0.- (17), 
Третий случай. Пусть Н-=Ё==0. Имеем две всегда различные 


системы характеристик, диференциальные уравнения которых соответ- 
ственно таковы: 


42 — рах —94у-=0, 4х =0, ОКР Мау 0 . (18). 

4г — рах — 94у.--0, 4у==0, 2К 49 -- Мах-= (18). 
Заметим, что во всех случаях соотношение 

К— НЕ ММ==0 (19) 


выражает необходимое и достаточное условие того, чтобы две системы 
характеристик слились в одну. 

Характеристики каждой системы зависят от одной произвольной 
функции, а не от конечного числа произвольных постоянных, как это 
было в случае уравнения первого порядка. В самом деле, между пятью 
функциями одного переменного и их производными имеется всего три 
соотношения; одно из переменных у, 2, р, 4 можно считать произволь- 
ной функцией от х, и для определения трех остальных функций оста- 
ется система трех диференциальных уравнений первого порялка. Возь- 
мем, например, уравнение вила 


5=/(х, у, 2, р, 9); 
диференциальные уравнения одной из систем таковы: 
4х == 0, 42==494у, ар==У(х, у, 2, р, 4) ау. 


Первое уравнение, 4х —0, показывает, что вдоль всей характеристики х 
постоянно, т. е. что кривая Г находится в плоскости, параллельной 
плоскости уг. Обратно, пусть Г — любая плоская кривая, представля- 
емая двумя уравнениями Хх — хо, 2=% (у). Из второго уравнения нолу- 
чаем 9==9'(У), а р должно являться интегралом диференциального 
‘уравнения 


а 
-Р = (хо, У, $ (5), р, $' (У); 


можно еще произвольно выбрать значение р при данном значении 16 
лля у. Таким образом всякая плоская кривая, плоскость которой парал- 
лельча плоскости уг, принадтежит бесконечному множеству характери- 
стических многообразий, зависящих от одного произвольного постоян- 
ного *. Ясно, что вследствие симметрии это же заключение справедливо 
для всякой плоской кривой. нлоскость которой параллельна плоскости х2. 


ы Общие у уравнения хагазтеристик уравнения $=(х. х, 2) могут быть 
иолучены явно. В самом деле, если взять х==хь Р-=$(у), то последиее ур:и- 


а: 
пение 49 -= {4У дает 2, после чего второе уравиение дает 4 - ду. 
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474. Свойства характеристик. Важная роль характеристик в теории 
уравнения (8) вытекает из следующей теоремы: 

Всякий интеграл этого уравнения может быть построен двумя 
различными способами из характеристик. 

Это свойство можно выразить еще более точно: каждый элемент 
ичтеграла входит в состав некоторой характеристики каждой из 
овух систем, все элементы которой принадлежат этому интегралу. 

Предположим для определенности, что М==0. Пусть 2==1(х, у) — 
один из интегралов уравнения (8). Если в двух первых уравнениях (13), 
9; 3:7 
9х’? ду 
то получатся два диференциальных уравнения первого порядка: 


(№-- 2) ах-+ (№-{ м) 4у=0, | о) 
(№5 --^,) ах Е (МЕ- Н)ау=0, }] 
ау 


которые сводятся к одному, потому что исключение Я приводит как 
Г 


заменить =. р, @, Г, $, Ё соответственно через Х(х, У), 


раз к уравнению (10). Следовательно, на рассматриваемой интегральной 
поверхности существует семейство кривых, зависящих от одного произ- 
вольного постоянного и удовлетворяющих обоим эквивалентным урав- 
ненням (20}. Пусть С — одна из этих кривых; элементы первого по- 
рядка интеграла образуют вдоль кривой С многообразие /М., которое 
является характеристическим многообразием. В самом деле, в силу 
соогношений | 
ар =гах-- з4у, ад==зах ау 


можно обратным путем, отправляясь от уравнений (20), вернуться к ди- 
ференциальным уравнениям (13), характеристик. Итак, через каждую 
точку интегральной поверхности проходит такая кривая С, что элементы 
поверхности образуют вдоль этой крнвой характеристическое многооб- 
разие первой системы. Точно так же легко видеть, что через кажлую 
зочку поверхности проходиг кривая С’, вдоль которой элементы инте- 
грала образуют характеристику второй системы. Кривые С и С’ обра- 
зуюг два семейства характеристических кривых на рассматриваемой 
интегральной поверхности. Оба этих семейства кривых определяются 
одним диференциальным уравнением первого порядка и второй степени. 
В самом деле, из первого из уравнений (20) получаем: 


ах 
у — и —- — АЗ 
(№ -1- 1) Е 5 


"| 


и, заменяя в уравнении (11) }. этим выражением, приходим к диферен- 
циальному уравнению 


МЕ В) ау? 2 (№ — Куах ау (М -- 0 4х. =0, 


что можно еше написать так (ср. $ 471): 


Юау? — $ах Чу | Т4у? =0, (21) 


где Ю, $ и Т обозначают соответсгвенно частные производные правой 
части уравнения (8) по г, 5 и #. 
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Подобные же вычисления прилагаются к случаю, когда № равно 
нулю. На всякой интегральной поверхности существуют два семейства 
характеристических кривых, в общем случае различных, которые опре- 
деляются диференциальным уравнением первого порядка и второй 


степени 
Н ау? — 2К ах ау -- Гах? = 0; (22) 


элементы интегральной поверхности вдоль одной из этих кривых обра- 
зуют характеристическое многообразие *. 

Обратно, если многообразие М., каждый элемент которого со- 
стоит из точки некоторой поверхности $ и касательной плоскости 
в этой точке, порождается семей твом характеристических иного- 
образий, зависящих от одного произвольного постоянного, то соот- 
ветствующая поверхность $5 является интегральной поверхностью. 

В последующих рассуждениях мы будем опять предполагать № от- 
личным от нуля. По предположению, через каждую точку поверхности 5 
ироходит такая кривая С, что многообразие /М;, образованное элемен- 
тами поверхности $ вдоль кривой С, является хараклеристическим 
многообразнем. Предположим, например, что вдоль кривой С значених 
х, у, 2, р, 4 удовлетворяют системе (13)1. Два первых уравчения (13). 
могут быть написаны н эквивалентном виде (20), и, для того чтобы эти 


ду 
уравнения давали те же значения Ях’ необходимо, Чтобы значения г, 
хх 


$ и Ё удовлетворяли уравнению (10), т. е. чтобы $ была интегральной 
поверхностью предложенного уравнения. Если Л равно нулю, доказа- 
тельство остается точно таким же. 

Из этих теорем следует, что всякая система трех диференциальных 
уравнений 


42 =рах-- дау, Ар ВЕ ах р бу, | (23) 
А,ар-- В, 49 + Е‚4х + б.4у=0, 


где А, В,..., С, — произвольные функции от х, у, 2, р, 4 (причем. 
по крайней мере, один из коэфициентов А, В, А., В. не равен нулю}, 
определяет систему характеристик уравнения Монжа-Ампера. Это урав- 
нение получится заменой 4р через гах- 54у, 49 через зах [ау н 


ау о 
исключением Я Уравнение будет содержать член с 7—5, ели 
АВ, — ВА, не равно нулю, и будет линейным относительно г, $ и г 
в противном случае. 

Характеристики можно изучать также с точки зрения задачи Коши. 
Выше мы видели, что, когда мы беремся за разрешение этой задачи лля 
характеристического многообразия М., одна из производных второго 
порядка может быть взята произвольно. Переходя к вычислению после- 
дующих производных, точно так же находим, что для каждого порядка 


* Рассуждение становится неверным в случае интегралов, удовлетворяющих 
одновременно трем уравнениям А = $ = Г==0. Подобные ииптегралы, если они 
существуют, являются особыми интегралами, к ним теорема Коши непри- 
менима, каково бы ии было взятое на одном из них многообразие М. 
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значение одной производной может быть взято произвольно, по крайней 
мере, в том случае, когда обе системы характеристик различны. Мы 
действительно имеем случай неопределенности; это вытекает из сле- 
дующих предложений, которье здесь приводим без доказательств * 
и которые локазываются обычными методами „исчисления пределов“. 

Если оба семейства характеристик различны, то: 

1. Всякая характеристика принадлежит бесконечному множеству 
пнтегралов, зависящих от бесконечного множества произвольных 
постоянных. | 

ПИ. Если два интеграла, содержащие все элементы некоторой 
характеристики, имеют в точке этой характеристики соприкосно- 
вение П-го порядка, то они имеют соприкосновение п-го порядка вс 
всех точках этой характеристики. 

Ш. Характеристика и кривая Г, пересекающаяся с характери- 
стической кривой в некоторой точке М, определяют интеграл един- 
ственным образом, если только касательная к кривой Г в точке М 
лежит в плоскости соответствующего элемента. 

ГУ. В частности, две характеристики из разных систем, имею- 
щие общий элемент, определяют интегральную поверхность един- 
ственным образом. 

Если оба семейства характеристнк сливаются в одно, то теорехи. 
читаются несколько сложнее. 

475. Промежуточные интегралы. Так как три диференциальных урав- 
нения, определяющие характеристики, содержат пять переменных х, у. 
=, р, 4, то их нельзя интегрировать как систему обыкновенных диферен- 
ниальных уравнений. Однако можно заняться изысканием первых интег- 
ралов для этих уравнений. Мы скажем, что соотношение У (х, у, 2, р, 9) = 
-==с010$Ё является первым интегралом, например уравнений (13), если 
соотношение ФУ = 0 является следствием этих трех уравнений. Если 
это так, то ясно, что вдоль любой характеристики этой системы функ- 
ция У(х, у, 2, р, 9) сохраняет одинаковое значение, которое меняется 
при переходе от одной характеристики к другой. Заменив 42, ар и аз 
в ЧУ их выражениями, полученными из формул (13)., найдем: 


97 9и и зу 
т (5-м) 4+ 
9 У Ади’ НУ 
‚ (97 м9" _Я . 
(+9 №32 м) 4 


лля того чтобы из уравнений (13), следовало соотношение 4И=0, 
необходимо и достаточно, чтобы У удовлетворяла двум условиям: 


зу зу зи аи 

(5 РР | мм =“ 4 

зи эр ЗИ — 9и 1 
М [а] фм — == 0. 

(+9 >) \, РИ м ‘ 


* Е. Соцтзаф, 1.ес013 зиг 1ез ванаНопз ах Чё{уёе$ рагбеПез Чи. зесоп@ 
отбте (1 сВар., 4: П свар., 10). 


25 ГЛАВА ХХУ. УРАВНЕНИЯ МОНЖА-АМПЕРА $4 


— 
к 


Во всех других случаях мы рассуждали бы точно так же, н полу- 
ЧеННЫЙ результат можно выразить так: 

Для того чтобы У(х, у, 2, р, 4) ==С было первым интегралом 
дифференциальных уравнений одной из систем характеристик, необхо- 
димо и достаточно, чтобы фунхция У являлась интегралом системы 
9вух линейных уравненчй, которые получаются из дифференциальных 
уразнений характеристик другой системы при замене вних ах, ау. 
Чр и 99 соответстзонно игрез 


9 ди и ””) зи и 
теме [в ЕР | (+=). 


Вели Ух. у, 2, р, 9) является интегралом уравнений (2+). то в силу 
самого способа получения этой сисемы имеем тождественно: 
ви 1 ди 
. р | ) 
= (42 —рах — ау) 5; {Мар-|- Гах-- 5 ау) -- 
92 № др 
о, . 
ях (№49 ах + На». 
4 39 
‘Обрати. если каким бы то ни было образом удалось получить три 
таких множителя м, №, №. что тождественно имсем 


ЧИ = в. (4: —рах —9ау) + и, (Мар Гах 5 4у) -- 
- в, (Ма9 — ъах + Нам). 


то очевидно, что (У==С яваяелся первым интегралом для этой системы 
характеристик. Таким образом изыскание первых интегралов приволитея 
также к изысканню интегрируемых комбинаций диференциальных урав- 
нений характеристик (П, $ 3983). 

Прн произвольных функциях 2, Н, №, №, А, система (24) допускает 
толька тривиальное решение У=С. Мы уже видели, каким образом 
можно узнать, имеет ли эта система еще другие интегралы, и ислу- 
чить их путем интеграции обыкновенных диференциальных уравнс- 
ний (1, 6 450 —451). 

Знание первого интеграла позволяет найти интегралы уравнения вто- 
рого порядка (8). В самом деле, если И(х, у, 2, р, 9) ==С является 
нервым интегралом диференциальных уравнений одной из систем 
характеристик, то все интегралы уравнения в частных производных 
нервого порядка У\(х, у, 2. р. 9) ==С (кроме, может быть, особых 
интегралов) являются также интегралами уравнения второго 
порядка (5}. 

Предположим опять М№==0; пусть У — интеграл системы (24). Вся- 
кий не особый интеграл $ уравнения первого порядка И —С является 
геометрическим местом характеристических кривых, и многообразие М. 
образованное элементами поверхности $ вдоль одной из этих кривых, 
удовлетворяет лиференциачьным уравнениям (П. $ 447; 

ах _ ау _ 4: —@Ф^ _ — @9 _ 
И а а  р` (25) 
Ру 9 ГР 19 


92 99 _ 9 9 9х 


ах — 
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Сопоставляя эти уравнения с соотношениями (24), видим, что элементы 
многообразия /МШ удовлетворяют лиференциальным уравнениям, нолу- 
члющимся из формул (24) заменой 


9 Фи зи Зи зи зи 
- 1 у Р4 


р’ ` ах ГР 2 
соответственно через 4х, цу, —ар, — 44, т. е. уравнениям (13),. Таким 
образом многообразия /ЛМ, являются также характеристическими много- 
образиями и для уравнения (8), и следовательно ($ 474), поверхность $ 
есть интегральная поверхность этого уравнения. 

Обратно, если все не особые интегралы уравнения У (х, у, 2, р, 9) = С 
являются также, каково бы ни было значение постоянного С, ин- 
тегралами уравнения (8), то 4У==0 представляет собою интегри- 
руемую комбинацию диференциальных уравнений одной из систем 
характеристик уравнения .8). 

В самом деле, пусть М, — характеристическое многообразие уравне- 
ния У==С. Все элементы М, принадлежат бесконечному множеству не 
особых ннтегралов уравнення И==С, а следовательно, и беск нечному 
множеству интегралов уравнения (8}. Итак, все многообразия /М., опре- 
деляемые диференциальными уравнениями (25), должны входить в состав 
одной из систем характеристик; следовательно, функция ИУ должн! 
удовлетворять соотношениям, которые получаются из диференциальных 
уравнений олной из этих сислем при замене в них Ах, ау, ар н 19 
соответствующими знаменателями формул (25) *. 


, 


97 


* Это свойство можно установить также и непосредственно. Днференцируя 
уравнение 
Ух, у, 2, 2,8) -=С 
Ио д и По у, Получаем: 


у зи ди ди ди зи 9и и 
Ра Кар Та Ра! 0 <) 


Если определить из этих уравнений две пооизводные второго порядка, на- 
пример г и $, и затем подставить их в урависнис (8), то результат подстановки 
должен привестись к тождеству. В самом деле, если бы этот результат содер- 
жал Ь то из него можно было бы получить значение #, и следовательно, мы 
выразили бы три производных второго порялка черзз х, у, 2, ри 4. Последова- 
тельным диференцированием можно было бы шаг за шагом выразить все частные 
производные от 2 через посредство х, у, 2, ри 4, и интегралы, общие уравне- 
нию (8) и уравнению У=С, могли бы зависеть только от конечного числа 
произвольных постоянных. Если же результат подстановки не зависит от К то, 
так как результат не содержит С. уравнение (8) может допускать все интегралы 
уравнения У = С только в том случае, когда этот результат тождественио равен 
НУЛЮ. 

Итак, возвращаясь к геометрической интерпретацни текста, мы можем ска- 
зать, что прямая ПД, которую представляют уравнения (е), если рассматривать 
в них г, $ и Ё как текущие координаты, должна быть расположена на поверхно- 
сти, представляемой уравнением (8). Отсюда следует, что функция У должна 
удовлетворять одиой из систем, которые получаются из диференциальных урав- 
нений систем характеристик при замене в них @х, Чу, ар и 44 соответствение 
через 

—ду ФУ ди, ди зу Зи 
др ? 3.7 ы 9х | Ру. ` зу Чу ° 
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Если система (24), или одна из систем, образованных подобным жс 
образом, исхоля из диференциальных уравнений одной из систем характе- 
ристик, допускает два различных интеграла ий и 9, то, какова бы ни 
была функция 9, Ф(и, 9) тоже будет интегралом (П, $ 451), и все не 
особые интегралы уравнения 9 (и, 9) ==0 являются также интегралами 
уравнения второго порялка. Обратно, пусть $ есть интеграл уравне- 
ния (8); функцию $ можио выбрать таким образом, чтобы $ была также 
интегралом уравнения первого порядка $ (и, 9)=0. В самом деле, рас- 
смотрим на новерхности $ характеристики той системы, для которой 
и —С и ч==С'! являются двумя первыми интегралами, и пусть Г—- 
лдругая кривая этой поверхности, отличная от этих характеристик. Вдоль 
эгой кривой Г функций и и о являются функциями одного переменного 
параметра и вследствие этого связаны соотношением © (и, 9) =0; это 
соотношение имеет место во всех точках поверхности 5. Пусть М — 
какая-нибудь точка поверхности 5; характеристика рассматриваемой 
системы, проходящая “ерез /М, пересекает Г в точке М,, а так как при 
‘перемещении по этой характернстике ий и х сохраняют одно и то же 
значение, то мы имеем также 0 (и, 9)-=9 (4, 9) =0. Таким образом 
мы видим, что каждый интеграл уравнения второго порядка (8) 
Удовлетворяет вместе с тем уравнению первого порядка виов 
ф (и, 9) ==0, и обратно. 

Уравнение Ф (и, 9) =0, которое может быть написано также в виде 
°—=4(и), зависящее от произвольной функции, называется проме- 
жуточным интегралом * уравнения второго порядка. 


Можно пепосрелственным вычислением проверить, что уравнение ф (и, х)=6 
ай 4% аи а5 
ах’ Чх’ Чу’ ау 
и и т, получениые, если рассматривать 2 как функцию переменных хи уариф 
как ее частные производные. Из уравнеиия $(и, 9\=0 можно вывести уравне- 
‚ние второго порядка, ие зависящее от функции $: 


эквивалентно уравнению (8). Обозначим через -- произволные ст 


аи 4 _ Чи 0 | 
ах ау ауЧ2 *‘ 


или, в развернутом виде: 


ди ди | ди ди \ гдо 9 "а 97 
ар”) ыы = ты ‚)- 
99% 9 

— (и -+ыр ры :) (>. 5 ив) =0. 


Предположим попрежнему, что уравнение (8) содержит член с #— 5? и что 
и и о— тва интеграла системы (24). Умножим все члеиы предыдущего уравне- 


ния иа № и замеиим 
ди, де м 
(> НР). м (+ р ' 2" 


* Иногда промежуточным интегралом называют также каждое уравнение 
первого порядка У==С, все не особые иятегралы которого удовлетворяют 
уравнению (8}. 
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их выражениями из формул (24). Принимая во внимание значения № и Им, 
носле нескольких простых упрощений мы в конце концов приходим к уравнению 


р И 2+ МММ — 9 =0, 


отличающемуся от уравнения (8) лишь одним множителем. 


М 


Итак, мы приходнм к выводу: если диференциальные уравнения од- 
ной из систем характеристик допускают две различные интегриру- 
емые комбинации, то интегрирование уравнения Монжа-Ампера при- 
зодится к интегрированию уравнения первого порядка, зависящего от 
одной произвольной функции. 

В общем случае интегрирование этого уравнея я первого порядка 
можно произвесги только после того, как произвольная функция выбрана 
некоторым определенным образом. Но в эгом случае разрешение задачи 
Коши всегда приводится к интегрированию сисгемы обыкновенных 
диференциальных уравнений. В самом деле, если задано многообра- 
зие /М., то координаты элемента (х, у, 2, р, 9) являются функциями 
переменного параметра а. После замены в й их величин х, у, 2, риа 
их выражениями полученные результаты будут функциями И(а} и И(2} 
параметра а. Для того чтобы все элементы /М) принадлежали интегралу 
уравнения == (и), функция Ф должна удовяетверять соотношению 
У (а} =%[0(а}], которое, вообще говоря, опроделяет эту функцию. 
Если же функция Ф известна, то мы приходим к задаче Коши лля 
уравнения первого порядка. 

Уравнения (24) допускают самое большее три различных интеграла; 
чгобы это имело место, они должны образовывать полную систему 
{Н, 5 451). Произведя вычисления, легко улостовериться, чго эго может 
быть только в случае м =.1,, и это условие недостаточно, Пусть 
н, 9, ®—три различных интеграла; уравнение (3} допускает тогда два 
различных промежуточных иигеграла о =—4(и), ®=т(и). При двух 
различных системах характеристик уравнение (8) допускает также лва 
промежуточных интеграла, если диференциальные уравнения каждой из 
‹нстем допускают две интегрируемых комбинации. Предположим для 
определенности, что уравнения (24) допускают два различных ингеграла 
я ноу, а уравнения (24). получаемые из них перестановкой \, и \,, 


м) во 


9х 92 9р 
24 
мои, ШЗ, У, _ и 
ду ТТ д: 2 др 9’ 


тоже допускают два различных иитеграла и, н х.. Уравнение (8) до- 
пускает тогда два промежуточных интеграла 9==%(и), ч ==м(и). 
Но из уравнений (24) и (24") выводим: 


ИИ Зи ЗИ, (ЗИ и). 
ин —. | — — 
[У У = д2 ;( ах Ру (> р =) т 


а (аи, Зи) ам и, ди 
_ =0 
Ри (> Г =.) — 9 "(+45 =) ' 
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и следовательно, |9 — Ф (и), ®, —п(и,)] =0, каковы бы ни были про-` 
извольные функции фи п. Отсюда следует (П, $ 443), что два сово- 
купных уравнения первого порядка 


Ф® = (м), = п (и1) 


образуют вполне интегрируемую систему. До тех пор, пока функции 
Ф ит не имеюг определенного вида, эти выражения в общем случае 
нельзя разрешить относительно производных ри 9; поэтому вволим два 
новых независимых переменных @ и |, полагая и= а, и, = В, что дает 
х—$(а), ®.==т (3). Из этих четырех соотвошений можно теперь по- 
лучить х, у, р, 4 как функции 2, а, В, Ф(а), п(3). Заменяя в соотно- 
шении 42==рах-Раау р, 4, 4х и ау их значениями, окончательно при-. 
ходим к уравнению в полных диференциалах: 


42 —=Раа- 043, 


причем Ри О зависят от. 2, а, В, Ф (а). 4' (а), п(3), п’ (В); это уравнс- 
ние вполне интегрируемо, каков» бы ни были функции % (а) и п(3+. 
Послё интегрирования этого уравнения мы получаем х, у, 2, выражен- 
иые посредством двух параметров’ а и В. 


476. Различные приложения. Примеры. 1. Обе системы характеристик урав- 
нения 7Ё— 5 = 0 сливаются, и диферепциальные уравнения 


4р=0, 44=0, 42— рах—дау=0 


допускают три интегрируемых Комбинации, так как последнее уравнение можиюо 
переписать в виде 4(2— рх — 99) —=0. Имеются, следовательно, два промежу- 
точных интеграла: 


4=$(р), 2— рх — ду==$(р}; 


для получения из них общего интеграла достаточно воспроизвести уже проделапиме 
вычисления (Ъ $ 214). 

‚2. Уравнение = — 2ра$ -- р = 0 тоже имеет только одну систему характс- 
ристик, так как уравнение (16) приводится здесь к 423 -- 2рд. т рз=0 и допу- 


р 


скает двойной корень — ’. Диференциальные уравнения (15) в этом случае 


имеют вил: 
4; — рах- аау=0, рах-+ а4ау=0, дар рад=0; 


легко подметить три интегрируемые комбинации: 


0 4/9 \— Чу). .0 
42-0, (4) =0, а (х+1у). 


Итак, уравнение допускас? два промежуточных иитеграза: 


9+ рт (2) == 0, ху = 


которыс интегрируются без затруднений. Но исключая 4. из этих промежуточ- 


ых интегралов, мы непосредственно получаем общий интсграл предложенного 
уравнения, Это приводит нас к уравнению 


х— уз (2) $2) =0, 


которое представляет линейчатые поверхности, имеющие изпраеляюеей клоско- 
стью плоскость ху (П, 5 455). 
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8. Уравиение (1 + 4?) $—р0Ё -0 выражает, что сечения поверхности 
=. И(х, у) плоскостями, параллельными плескости х-- 0, являюлея линиями кри- 
визны. Формулы (17) и (17)› дают пам для диференциальных уравнений обенх 
систем характернстик; 


и2.-рах —9ау--0. 1х--0, (1 + 9)Чр - 2999 --0, 17”, 
42 — рах —94у--0, {1 +9) 4у—- родах. 0. 949.0. 17’ 


Каждая из этих систем допускает две интегрируемые комбинации; в см 


деле, из уравпений (17”), выводнм: 4х == 0, 4 (а) —=0, а из уравнени:: 


РТН 92. 
(17'), 44==0 и а(у- 42)--0. Следовательшю, уравнение второго поръдка дону- 
скаст два промежуточных иитеграла. которые можно написать так: 


РЕРГЕФЛ О), у-+92. 99} 


1 не две произвольные функини. Первый из пи{ можно было бы получить срузу 
неренисав уравнение второго порядка в виде 


25 _ 


и замечая, что левая и иравая части представляют собой производные по у от 
} ,. . 
юри -. 12 (1 -- 6"). Это уравнение первого порядка допускает полиый инлс- 


грал И 
2: ИГ 41} 4х)  ау-- В, 


а общий интеграл представляется системой двух уравнений; 


2 ИТТ а (а) + ау- (а), У + т/д =, 
ИГ а? 


позволяющих выразить у и 2 при помощи Хх и всиомогательпого параметра ‘д. 
Читатель может без труда удостовериться, что это решение отличается от уже 
ланиого раньше (1, $ 251) только обозначениями. 

4. Уравнение 7 — 5 -- 98==0, которое встречается `в механической теории 
теплоты, допускает две системы характеристик, днференциальные уравнения ко- 
торых соответственно таковы: . 


42-- рах ——дау-=:0, 4: — рах--дау:= , \ 
ар Раду, } (1) ар— аау=6. (1) 
49 — а4х-=:0, аа + аах-=0. ] 


Легко сразу усмотреть по две интегрируемых комбинации лля каждой из 
э'их систем, а следовательно, два промежуточных интеграла, которые мы напн- 
шем в виде: 

9— ах (р-+ ау), аах=*'(р— ау), 


тдери № — произвольные функции. Прилагая метод, изложенный в конце преды- 
дущего параграза. положим р - ау=1, р— ау ==8. Тогда из предыдущих уравне- 
ний получаем; 


УФ) 9-8 _ @-8 ф (9-08) 
Ка о УР о Ро, 9 
и, подставляя эти значения х, у, р, 4 и соотношеине 42 --. дах -- рау, находим: 
8 Дт , деи АИ 
= Г (а фа)’ фа = 


оо) „ато, 


4а 4а 
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Интегрируя по частям, отсюда выводим: 


' "ет, 1 
2 = [+ НО (#— 1) аа | 96" (2) ны: [| (2) 2} 


и, наконец, 
У 70-40-20 
4а ` 


2==@ 


Мы имеем, таким образом, выражения лля х, у, 2 в функини лвух перемен» 


ных параметров э и В и произвольных функций ф (2) и $ (6). 
9. Рассмотрим еще уравнение 5 — Ер2, которое можно написать н так. 


м1, 
9х 2 9х 


Хецерь непосредственно видно, что оно допускает промежуточный интеграл 


42 2 . 
ны о, {26) 


‘где с — произвольная функция. Эту функцию $ можно представить в таком виде, 
чтобы общий интеграл уравнения Риккати (26) получался явно. В самом деле, мы 
‚знаем, что этот общий интеграл есть рациональная функция первой степени от 
постоянного интеграции, которое здесь является произвольной функцией от д. 
‘Следовательно, он имеет вид: 

9, (+) 


2=6, (9) ув, 0), 


где ©,, 9 и 9; — определенные функции от у, а Х— произвольная функция отл. 
Достаточно выбрать ©,. 9. и ©; так, чтобы левая часть уравнения {56) не содер- 


жала Х, н тогда 2 будет общим интегралом уравнения этого вида (26). 
Таким образом находим условия 


0, — #9, 0,-=0, 20,0; + #020, 


' ОА 
позволяющие выразить 9, и 9, при помощи 9., 9., 9. . Положим, 9. -- У. тогла 


. 2 ру м 
-9. == — = У’, ватем ©, == 5 `у’› и следовательно, общий интеграл уравиения 
-з--врг есть 
Гу 27” 
ИИ ГРУй) 


в У ЕХУ’ 


причем Хи У— две произвольные функции от х и от у соответственно. 
6. Уравнение Лиувилля 5==е приводится к предыдущему. В самом деле, 
‘рассмотрим систему двух совокупных уравнения 


ди й 42 


2 — =_ ейа, 


ду ох 


Исключение и приводит к уравиенню 5—#рг, а исключение 2 — к уравие- 
р 


нию 


—ейй. Отсюда заключаем, что общий интеграл этого последиего урав- 
9х ду 

пвийя дается формулой 

2х’ 


ея ще 
ВХ У’ 


(28) 
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правая часть которой является производной по х от правой части фор- 
мулы (27). 

7. Если уравнение второго порядка не допускает промежуточного интеграла, 
зависящего от произвольной функции, то общий интеграл этим методом найти 
нельзя. Но если диференциальные уравнения одной из систем характеристик до- 
пускают одну интегрируемую комбинацию &И==0, то, интегрируя уравнение 
первого порядка (= С, получаем интегралы, зависящие от одной произвольной 
функции. Предположим, например, Что в линейном относительно г, $ и & урав- 
нении 


Не 2Кз 4 Ш=0 (29) 


Н, К и Г зависят только от переменных ри 4. Из уравнений (14) и (15), опре- 
деляющих характеристнкн, выводим, ч10 вдоль характеристики справедливо соот- 
нощение р 


Нар? -- 2К ара + Е 44`=0. 
Для каждол системы характеристик имеем диференциальное уравнение вида: 


№ ар в 44 =0, зар + 49 -=0, 


причем \,, в, 2», м зависят только от ри 9. Таким образом каждая из этих сис- 
тем допускает одну интегрируемую комбинацию @ [и, (р, 9)| =:0, а [из (р, 9)] =0, 
и следовательно, уравнение (29) допускает интегралы двух уравнений первого 
порядкл: 


и! (2,9) = С. из(р,4)= С. 


Эти интегральные поверхности суть развертывающиеся поверхности (П, $ 444). 

В своих работах относительно прямолинейного движения газов Гюгонио * 
(см. дальше $ 492) пришел к изысканию интеграла уравнения вида (29), касающе- 
тося плоскости 2==0 вдоль некоторой кривой. Теория характеристик легко дает 
решение этой задачи. 

Кривая соприкосновения Г. необходимо является характеристической кривой 
иа решении 2—0, а следовательно, эта кривая есть интеграл диференциального 
уравнения 


Н (0, 0) 45? + 2К (0, дах ау Е (0.0 ах =0, 


так как во всех точках интеграла 2==0 мы имеем также р=0, 4—0. Следова- 
тельно, эта кривая представляет собою некоторую прямую лини» Д. Пусть те- 
церь $ — интегральная поверхность, касающаяся плоскости ху вдоль всей пря- 
мой О. Эта поверхность порождена ха“актеристиками системы, отличной от той, 
к которой принадлежит О), выходящими из различных точек О. Если аи! -=0 
есть интегрируемая комбинация диференциальных уравнений этой системы, 
то и: (р,9) постоянна вдоль каждой из этих характеристик и, следовательно, 
равна и, (0,0) во всех точках поверхности 5. Отсюда вытекает, что поверхность $ 
является интегралом уравнения первого порядка ии (р, 9) == ии (0,0), и обратно, 
каждая интегральная Поверхность этого уравнения, если только она касается 
плоскости ху, является решением поставленной задачи. Для окончательного раз- 
решения вопроса следует задать еще одно условие, например пот;ебовать, чтобы 
искомая поверхность проходила через некоторую кривую, которая, копечно, лол- 
жна касаться плоскости ху. Задача приводится тогда к определению развертываю- 
щейся поверхности, проходящей через данную кривую и допускающей направ- 
ляющим конусом данный конус. Мы получим эту поверхность, проводя через 
каждую касательную к кривой плоскость, параллельную касательной плоскости 
направляющего конуса (1, $ 444). Отправляясь от уравнения первого порядка 
из (р, 9) = #5 (0,0), получим второе семейство решений. 


* Нароптоь Уоигпа! ае РЕсфе Ропиесви щие, &. 33. Сашег$ 57 еЁ 58, 1887. 
$ 5. Гурва, т. 18, Ч, 1, 
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. 477. Промежуточные интегралы линейного уравнения. Обе системы 
характеристик уравнениз 


5 - ар + 64-- с2 4 &==0, (30) 


где а, 6, с, “— функции от Хх и у, всегда различны, и их диферен- 
циальные уравнения соответственно таковы: 


4г—рах—44у==0, 4х0, ар + (ар.1- 64-Р с2- в) ду=о, (31), 
4: —рах —94у=0, 4у=0, 44 (ар-- (9 - сг-- 8) ах=0. (31). 


Каждая из этих систем допускает интегрируемую комбинацию 4х = 0, 
или Ду = 0. Для существования промежуточного интеграла иеобхолимо 
и достаточно, чтобы одна из них допускала вторую интегрируемую 
комбинацию. В силу высказанного выше ($ 475) общего предложения, 
которое в данном случае легко проверить, для того чтобы соотиоше- 
ние 4У ==0 было следствием, например, уравнений (31),, функция И 
должна удовлетворять двум условиям: 


Зи 9 зи 9и 
—==0, —- —р— — (а Ё с2 = 0. 
р Та да (?Р+ Ч- сё- &) 

Первое показывает, что У не должна зависеть от р, и следовательно, 
нужно, чтобы во втором соотношении коэфициент при р и член, не 
содержащий р, былн каждый в отдельности равиы нулю. Это позво зяет 
заменить предыдущую систему системой: 


и и 
АУ — (9 ее + ®) 0, Ву =з-— ат 0: (32) 


здесь И — неизвестная функция от х, у, 2, 4. Эта система допускает 

уже решение У =. Для того чтобы она допускала еще другое реше- 

ние, не приводящееся к функции от у, необходимо и достаточно, чтобы 

она была якобиевой системой (П, $ 451), т. е. чтобы тождественно 

имело место А[В(У)]=В[А(У)1, или А(а)= В (9 --с2-- 8), что 
92 

равиосильно условию - -- в — с=0. 

Даже не интегрнруя систему (32), можно непосредственно усмотреть, 
Что это условие достаточно для существования промежуточного инте- 
грала, так как предложенное уравнение (30) всегда можно переписать 
в виде: 


9 /3= (% ) (52 ) 

р --- — — [— - = 

$ ( | аг) +в у + 42 ух + абс] 2-е 0. (33) 
д 

При ав —с=0 уравиение (33} приводится к линейному урав- 


нению первого порядка 


к и 8—0, (34) 
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> 


если взять за всиомогательное переменное = - 22. Таким обра- 
У 


зом общий интеграл уравнения (34) 


"(| с [а 


и —=е У— \ ах) 


привозит нас к промежуточному интегралу уравнения (30) 
г — [вах е ра 
уе (У—\ = 4х), (35) 
гле У’— произвольная функция от у. Это уравнение первого порядка 
в свою очерель может быть проинтегрировано как обыкновенное дифе- 
ренциальное уравнение, в котором независимым переменным является у, 
и общий интеграл уравнения (30) представляется формулой 
[24 г [2-4 ео Ра 
е 2=х--(е (у \ш ах) ау, 
причем Х есть произвольная функция от х. Мы видим, что этот инте- 
грал имеет вид: 


=ах +8 +74, (36) 


гле а, Зи {-— определениые функции хи у. Одна из произвольных 
функций Х содержится в нем явно, а вторая произвольная функция У 
входит под знаком интеграла. 

Переменив роли переменных хи у, мы таким же образом увидим, 


96 
что существует промежуточный интеграл, когда 5 Нар — с равно нулю. 
‚У 


Общий интеграл представляется формулой, полобной формуле (36) и 
„олучающейся из нее перестановкой хи у, Хи 


Оба выражения Я == Нар—с, = ы —- аё —е называются инва- 


риантами уравнения (30). Легко проверить, что эти инварианты не 
изменяются при замене неизвестной функции 2==)(х, у)2', какова 
бы ни была функция \(х, у). Только что установленный результат можно 
высказать так: . 

„Для того чтобы уравнение (30) допускало промежуточный инте- 
грал, необходимо и достаточно, чтобы один из инвариантов й или Ё 
оыл равен нулю. 


Пример, Возьмем уравнение (х—у)5—4==0, для которого инвариант Я 
равен нулю. Оно допускает промежуточный интеграл 9 = 7(х — у), и следова- 
тельно, общий интеграл выражается так: 


2=Х-+ Ух — у) 4. 


Для уничтожения знака квалратуры достаточно заменить произвольную функ- 
цию У второй производной У” некоторой произвольной функции, что дает общий 
интеграл уже целиком в явном виде ` 


2=ХУа У. 
5* 
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Примечание. Может случиться, что оба инварианта Й и А одновременно 


94 3 
равны нулю. В этом случае имеем: — =. наи представляют собою частные 


х ду 
производные некоторой функции Х (х, у), = , = ‚ и, кроме того, имеем: 
У. Хх 
92. 8). 9. 


е=—-+--. 
-9хду дхду 
в 
Полагая 2 ;=е-?и, приводим ур. внение (30) к уравнению т + #(х, у) #.-= 0, ко- 
х ду 


торое непосредственно интегриру.тся 


478. Преобразования Лапласа. Если ни один из инвариантов й н А 
не равен нулю, уравнение (30) не допускает промежуточного интеграла. 
Лайласу * принадлежит мётод пгеобразования, позволяющий интегриро- 
вать уравнение в неограниченном числе новых случаев. Предположим 
для определенности #==0. Мы уже заметили, что если положить 


92 
У Н #2 —2,, (37) 
то уравнение (30) можно переписать в виде: 
92, 
ух + 82, Е &==г. (33) 


Будем рассматривать уравнения (37) и (38) как систему. лвух сово- 
купных уравнений с двумя неизвестными 2 и 2;. Исключение 2, приво- 
дит очевидным образом к уравнению (30), которое отныне мы будем 
называть уравнением (Е). Исключая же, наоборот, 2, мы придем к урав- 
нению того же вида (Е,), в котором неизвестной является 2;; 


922 921 


дг, 
ху К зх ГАЗу 


зу + са, + а ==0; (Е) 


коэфициенты @:, 6, с; и 8, имеют такие значення: 


В р о 098,88 
а =а— У’ =, с: = Гу Г у, 
| (39) 
в (а— *58^) 98 
ду ау } 


-- Очевидно, что интегрирование уравнения (Е.} и интегрирование урав- 
нения (Е) представляют собой две эквивалезтные задачи, так как урав- 
нения (37) и (38) устанавливают однозначное соответствие между инте- 


* „ВеспетсНез зит 1е са]си] иибата! аих ЧИтепсез рагиеШез“ (Мётоггез 4е 
р Асаавпие, 1773). Мы указываем здесь лищь принцип метода. а читателя, желаю- 
щего углубить свои сведения, отсылаем к прекрасным главам, которые посвятил 
этому вопросу Дарбу („Гесопз зиг 1а 4Ивоме обибгае дез зи Цасез“, 6. П). 
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гралами обоих уравнений. Как показывает нетрудный подсчет, инва- 
рианты А; и А; уравнения (Е‚) имеют значения 


‚ __ 941 92105 \ 
п 9х + а.6, — в, =28 —# — Эх ду ’ | (40 
95 
1 уу Рав =; 


А, не может быть равно нулю, так как по предположению #520, но 
может случиться, что #, обращается в нуль, хотя ни один из инвариан- 
тов Й и А не равен нулю. В этом случае уравнение {Е.} допускает 
промежуточный интеграл, а общий интеграл представляется формулой, 
подобной формуле (36), с двумя произвольными функциями Хи У. 
В силу формулы (38) для общего интеграла уравнения (Е} выводим из 
нее выражение вида 


2=АХ А, +В - ( СУ4», 


причем А, 4, В, С суть определенные функции от х н от у, а Х"—- 
производная функции Х. . 

Точно так же, если инвариант А не равен нулю, два совокупных 
уравнения 


а т 42.8 =А2 (41) 


приведут по исключении 2_, к данному уравнению (Е), а по исключе- 
нии 2—к новому уравнению (Е_1}: 


9°2_1 92_1 92_1 


9‹ ду -1 9х -1 ду 7 2-12.1 581 —0, (Е-.) 


со следующими выражениями для @_1, бу, С_1, &_1: 


__ 9102 3р а 9105 & 
__ __ 9105 95 
#1 — (+ 9х + | 


Инварианты для (Е_.} суть соответственно 


92 [осё 
== —= —_#———- . 43 
В в, (43) 


Если инвариант А_, равен нулю, то можно проинтегрировать уравне- 
ние (Е_.), а следовательно, и уравнение (Е). 

Если же ни ‘один из ин-ариантов #_., А_, че равен нулю, то та- 
ким способом интегрировать уравнение (Е) не уда тся. То:да можно 
приложить эти же преобразования к..двум уравнениям (Е.), (Е_:), но 
следует отметить, что каждое из них не породит двух новых уравнений. 
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Возьмем, например, уравнение (Е;} и приложим к нему второе преобра- 
зование Лапласа, полагая 


„= = 1 ва, = о-ва. 


Обращаясь к формуле (38), мы видим, что 2 == А2-— д, так что 
полученное относительно 2’ уравнение простым преобразованием при- 
водится к начальмому уравнению (Е). Первое преобразование, прило- 
женное к (Е_,), точно так же привело бы к уравнению, которое отли- 
чается от (Е) лишь очень простым преобразованием неизвестной функции. 
Очевидно, что с точки зрения интегрирования эти уравнения можно рас- 
сматривать как тождественные. Вследствие этого повторное приложение 


метода Лапласа приведет только к линейной последовательности уравнений 
. (Е_.), (Е_,), (Е), (Е-), (Е,),. .. 


с положительными и отрицательными индексами, в которой каждое урав- 
нение (Е,), где #7>0, выводится из (Е, ‚) первым преобразованием, 
а каждое уравненне (Е _ 2, где 71}>0, выводится из (Е) вторым пре- 
образованием. Последовательность уравнений с положительным индексом 
можно продолжать до тех пор, пока мы не придем к уравнению (Е,), 
для которого Й, будет равен нулю Если в результате # преобразований 
мы приходим к уравнению (Е,), для которого й,==0, то это уравнение 
интегрируется, и, возвращаясь шаг за шагом назад, мы выведем из него 
общий интеграл уравнений (Е,_.}, (Е,_›),... до уравнения (Е) Если же 
мы придем к уравнению (Е _ }, для которого инвариант А_ ; равен нулю, 
то получнм этот же результат приложением 7 раз второго ’преобразова- 
ния Лапласа. 


Прииер. Приложим этот метод к уравнению 
которое не допускает промежуточного интеграла. Положим для этого 


, _ 92, 2 
уху 
Уравнение иапишется в виле: 
92. Е 2. 
9х 


н исключение 2 приводит к уравнению относительио 21: 
92 
92, _ 9х. > + 2 _ _ 
9х4 ху У 


Этб новое уравнение интегрируемо, ибо его можно переписать так: 


э ‚ 
(5 - 2>)- х-—, -(=- и) =6 
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а отсюда заключаем, что оно допускает промежуточный интеграл 


921 2 


где У— произвольная функция от у. Следовательно, общий интеграл есть 
2х-+ [Ух — у) `ау 

21 -=: - ие . 

1 х — у 


Для освобождения от этого знака квадратуры достаточно заменить У че- 
рез У”, что дает 


ау Уи, 


Для общего интеграла уравнения относительно 2 окончательно находим: 
= ХХ 2, 


Метод Лапласа является лишь частным приложением более общего 
метода, принадлежащего Г. Дарбу и распространяющегося на все урав- 
нения второго порядка с двумя независимыми переменными. Несмотря 
на весь интерес этого метода, уравнения, которые он позволяет инте- 
грировать, образуют весьма узкий класс, и уравнения второго порядка, 
поддающиеся формальному интегрированию, являются исключением. Ввиду 
этого вместо изыскаиия общего интеграла больше занимаются опреде- 
лением частных интегралов, удовлетворяющих условиям, достаточным 
для их определения. Условия эти, заимствованные чаще всего из задач 
математической физики, весьма различны в зависимости от действитель- 
ности или мнимости характеристик, Это приводит нас к изложению класси- 
фикации уравнений второго порядка, основанной на этом признаке. - 

479. Три типа линейных уравнений. Рассмотрим, в частности, уравнс- 
ние вида 


Аг-{- 2В$ -- СЕ--Е(х, у, 2, р, 9) =0, (44) 


в котором коэфициенты А, В, С зависят только от независимых пере- 
менных х и у. На каждой интегральной поверхности оба семейства ха- 
рактеристических кривых получаются интегрированием диференциального 
уравчения 

А 4? — 2Вах ду + Сал? ==0, (45) 


которое не зависит от рассматриваемого интеграла. Эти кривые в про- 
екции на плоскость ху дают два семейства кривых, удовлетворяющих 
уравнению (45) первого порядка и второй степени. Обратно, всякая 
кривая такого рода является проекцией бесконечиого множества харак- 
теристик уравнения (44) иа плоскость ху. 

В самом деле, уравнение (45) разлагается иа два уравиения первогс 
порядка и первой степени 


а, ау 6, ах =0, (45). 
а, 4у-- 4 4х=0, (45) 
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из которых каждое входит в олну из систем характеристик; а, 6., 
а,, 6, — функции от х и от у. Рассмотрим, в частности, одну из этих 
систем, определенну:о тремя уравиениями: 


42=р4х т 94, а.4Т64х=0, Еар-- 649 Нах== 


здесь Е, С, Н — функции от х, у, 2, р, 4, выражения которых не стоит 
писать. Пусть Г — пространственная кривая, дающая в проекции на 
плоскость ху кривую С., вдоль которой 


а. ау-+- 6. 4х = 0; 


так как х, у, 2 — известные функции параметра а, то соотношение 
4г =рах--94у позволяет выразить одно из двух неизвестных, напри- 
мер р, в фуикции от 9 и’ от а. Подставляя эти зиачения х, у, 2, р 
в последнее уравнение 


Бар-+ 649 Нах= о, 


приходим для определения 4 к диференциальному уравнению первого 
порядка. Мы видим, что кривая Г в общем случае принадлежит бес- 
конечному множеству характеристических многообразий уравнен::я (44). 
зависящих от произвольного постоянного. Для краткости мы будем 
часто называть характеристичеслиии кривыми уравнения (44) два се- 
мейства плоских кривых в плоскости ху, определяемые диференциаль- 
ным уравнением (45). Смысл этого сокращенного выражения не может 
представлять никакой неясности. | 

Если коэфициенты А, В, С являются действительными функциями 
действительных перемеипых х и у, то мы приходим к установлению. 
следующих различий. Если В? — АС положительно, оба семейства ха- 
рактеристик действительны и различны; уравнение (44) тогда есть урав- 
нение гиперболического типа. Если В — АС отрицательно, оба се- 
мейства характеристик являются мнимыми; уравнение (44) — эллиптиче- 
ского типа. Наконец, если В? — АС =0, имеется только одно, и при- 
том действительное, семейство характеристик; Уравнение принадлежит 
к параболическому типу. Очевидно, что в зависимости от рассуатри- 
ваемой части плоскости одно и то же уравнение может принадлежать 
к различным типам. 

Предположим, что оба семейства характеристик различны, и пусть 
1(%, у) = согз, 1(х, У) == с01$1 — формулы, представляющие соответ- 
ственно общий интеграл уравнений (45), и (45),; &(х, у) и т(х, у) со- 
ответственно удовлетворяют двум уравнениям: 


—ь% — 


ах — ду 1х За 0, 


и слеловательно, являются интеграламн уравнения первого порялка 


не 
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Представим себе теперь, что за новые независимые переменные бе- 
рутся &(х, У) ит (х, у). Уравнение (44) превращается в новое уравне- 
ние того же вида: 


92 92 
АЕ = 28, ие +, НА, (Е 7; 2, 3’ =) = , (47) 


характеристики которого являются интегральными кривыми диферен- 
циального уравнения 


А, 41? -— 28, 444 -| С, 4:2 =0. 


Но по самому определению характеристических многообразий ($ 473) 
ясно, что характеристики нового уравнения (47) соответствуют характе- 
ристикам первоначального. Следовательно, это суть два семейства пря- 
мых & — 6015. 1==601$ и мы имеем А, ==С, =0, так что уравие- 


2 
ние (47) содержит только производную второго порядка а" Тогда 


говорят, что уравнение отнесено к своим характеристикам. 

Если уравнение (44) ‘параболического типа, то за &(х, у) берется 
интеграл уравнения (46), а за второе переменное произвольная функ- 
ция у (х, У), отличная от &. Новое уравнение должно допускать только 
одну систему характеристик, состоящую из прямых &==5с00$. Таким 


образом оба коэфициента А) и В, должны равняться нулю, и уравне- 
922 
ние (47) содержит лишь производную втсрого порядка эр Эти ре- 


2 


зультаты, которые общая теория характеристик делает наглядными, 
легко проверить вычислением. В самом деле, по общим формулам за- 
мены переменных находим, что, каковы бы ни были функции &(х, у) 
и 1 (х, у), коэфициенты А:, В, и С, имеют следующие значения: 


[9 [3 
— аи 
А, 4 (5). вы С } 
ПЕК. 957 | %9\ 3 9 | 
нь —- чи 48 
В; эх эх +8 НЕ г бы» [ (18) 
2% ов м | 
С: —=А (=) +2 Вх НС } 


если заё и т взять два раз иччых интеграла уравнеиия (46), то ко- 
эфициенты А; и С,, коиечно, равны нулю. Если В? — АС==0, то урав- 
нение (46) можно переписать в двух эквивалентных видах: 


ув м СУ 
А, В, = о, В; 


и если & является интегралом этого уравнения, то А, и В, равны нулю. 

Если уравнение (44) прииадлежит к эллиптическому типу, то пре- 
дыдущее преобразование вводит два комплексиых сопряженных пере- 
менных &(х, у) и 1(х, *). Если мы хотим употреблять только действи- 


74 ГЛАВА ХХМУ. УРАВНЕНИЯ МОНЖА-АМПЕРА $ 479 


тельные преобразования и переменные, то вместо &, 1 достаточно взять два 
р] 


—1 3 


у 
лействительных переменных ==е-Ни, У=—, что заменяет ео 

1 391 

922 9?г 

выражением в уе - В кэнечиом счете всякое уразнение вида (44) 
с действительными коэфициентами А, В, С соответствующим выбором 
действительных переменных может быть приведено к одному из трех 
следующих канонических видов, каждый из которых соответствует осо- 


бому типу уравнения*: 


2 2 

+ (& т, 2, > , = ==:0 (гиперболический тип\; (Н) 
922 / 922 (, 9г 92 ; 
у -- а + Л\ $ т, 2, 5: >) —0 (эллиптический тип); (Е) 
922 Ча, т, 2 932 =) ==0 (параболический тии) р 
эт? )о Ц, <, 32 › Эт — р }- ( ) 


В случае, когда уравнение (44) виолче линейно, т. е. линейно отно- 
сительио функции 2 и всех ее производных, таковым же является пре- 
образованное уравнение (47), при любых новых переменных $, п. Итак, 


три канонических внда таковы: 


322 92 92 
22 922 92 92 
. < К Не= 
9 95 - 9 Не 8=0, 
22 92 92 
— но — + са е= 
ме Ра РР 8-6, 


причем а, 6, с, © зависят только от перемениых & и 1. Вгорой вид при- 
водится к первому, если ввести комплексные переменные. 


ПРИМЕРЫ, 1. Уравнение гл? — &у2—0 принадлежит к гиперболическому 
типу. Характеристики проектируются на плоскость ху по двум семействам крн- 


+ Можно, не употребляя никаких мнимых символов, непосредственно притти 
к каноническому виду, соответствующему эллиптическому типу. В самом деле, 
если за новые переменные взять две функции & (х, У), п (х, у), удовлетворяюшяс 
уравнениям —. 
= _ В0: ИАС В?) м _ ИАС- №9: Вдт 
А Е ЕН - 
9х А зу А ЗУ 9х А 99 Лду’ 


то приходим к преобразованному уравнению, в котором, как легко проверить, 
А, ==Сь В: ==0. Но интегрирование этой системы но существу приводит к инте- 
грироваиию уравнения 


ЗЕ. '— ВИАЕ— —-) Зем 
я = А У‘ 


которое эквивалентно уравнению (46%. 
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вых Ху == С, 7. — С’. Возьмем за новые переменные &= ху, "== 2. Имеем: 

92 ‚ д 92, [Г а2 
р, 4 1, 
Е 20 & хай 
Е Цой а ур Зы 
д хдд хо д, 

422 о 922 92 1 

м2 ——. 

9.2 99 92 


Предложенное уравнение превращается в уравнение, оба инварианта кото- 
рого Я и № равны иулю ($ 477) и которое легко интегрируется: 
922 02 


— — =0. 


и 


2. Уравнение гу? -- 2х? -=0 принадлежит к эллиптическому типу. Интеграль- 
ные кривые уравнения у?4у? - х? ал? = 0 мнимые. Полагая х*-Ё, у ==т, имеем 
новое уравнение: 


480. Изучение задачи Коши в частном случае. Различие между гипербо- 
лическими и эллиптическими уравнениями может, очевилно, распространяться иа 
уравнения второго порядка произвольного вида, в зависимости от природы ха- 
рактеристик. Это различие не проявляется при изыскании промежуточных инте- 
гралов. Но в эллинтическом случае все рагсуждения, основанные на теории ха- 
рактеристик, неявно предполагают, что дело идет об аналитических интегралах. 
Следует, впрочем, заметить, что формулы, почти тождественные по внешнему 
виду, могут допускать совершенно различные истолкования в зависимости от типа 
уравнения, к которому они относятся. Для того чтобы должным образом выявить 
это существенное обстоятельство, мы займемся изучением задачи Коши для двух 
уравнений 5=0, г--Ё==0. 

Возьмем сначала уравнение $==0. Пусть М; — многообразие, определенное 
нятью действительными функциями переменного а, х =: } (а), у == ра (а), 2== [4 (а), 
Р=ЕФи (2), 4: 9 (2), удовлетворяющими соотношению 


13 Ф-=н@ А @ Не (Ла. 


Уравнение 5—0 допускает два промежуточных интеграла р-=$(х), 9===(5), 
и лля получения интеграла, содержащего все элементы /И., мы сначала должпы 
определить произвольные функции фи т двумя условиями; 


в (®) = [Л (1)], $2 (1) == [7 (а)]. 


Пусть эти функции определены. Искомый интеграл выражается формулой 


х у 
2 $ \ фм + #0945, 
Ж У 


где Хь Уь 2, — координаты некоторой точки на данной кривой, соответствующей 
значению 2% параметра, Сделаем замену переменных 


х=А (и), у=А(. (49) 


Принимая во внимание соотношения, определяющие функцин $ и п, пПолу- 
чаем для 2 выражение: 
9 


== о = \ а (ШУ! (а) Чи | во) ©). 50. 


“ 


85 
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Таким образом координаты х, у, 2 точки искомой поверхности выражаются 
при помощи двух параметров и и о формулами (49) и (50). Полагая и =, полу- 
чаем в самом деле данную крувую. 

Поставим себе эту же зарачу для уравнения Лапласа г--Ё==(С, с теми же 
ланными. Беря за новые переменные &-=х- у п=х —1{у, имеем: 


РМ, РМ 


% -А= м 2 
9°2 , 
и уравнение переходит в 5% —0. Что же касается многообразия М:, то оно за- 
меняется новым многообразием М, определяемым соотношениями; 
=л@-1В@, 1=А 6 — №4), 
фи (2) — 14, (3) фа (2) -- 7%> (а) 
и= 0, ии ии 2—3). 


922 
Из полученных только что формул заключаем, что иитеграл уравнения = 0, 


содержащий все элемепты М! ‚ представляется уравнениями: 
== (м + 09, т=Д (2) — 4 (©), 
п 


2+ 5 | ВИ м + ) 
ыы } (50 

| 

) 


+1 | во-ъош < 
щ 


Возвращаясь к перемеиным х, у, мы получаем для представления интеграла 
уравиения г-{- { ==0, допускающего все элементы ланного многообразия М;, сле- 
дующие формулы: 


ХА ©) :. рО-л@ ул И (+). (52) 


Формула, дающая =, не меняется. При действительных значениях параметров и 
и © переменные х и у вообще имеют мнимые зпачения; если приписывать этим 
параметрам мнимые значения, то формулы (51) и (52) имеют смысл только тогда, 
когда данные функции ДА, [» $1 и фз суть функции аналитические. Прелположим 
эти функции голоморфными в некоторой области О комплексного переменного а, 
содержащей отрезок аб гействительной оси, соответствующий данной кривой. 
Эти функции в окрестности точки а == 5 представляются целыми рядами отно- 
сительно (2 — а») с действительными коэфициентами, н слеловательно, при мни- 
мых сопряженных значениях переменного в области Р принимают мньмые со- 
пряженные значения. Для того чтобы х, у, 2 были действительны, достаточно 
параметрам и и © гридать мнимые сопруженные значения, и формулы, предста- 
вляющие интеграл, можно переписать так; 


хиты, э=и | РЕЯ|, | 

щ (53) 
| 
} 


* . г’ 
2=ю+® || {и ф— Л} 4] . 
5 
Злесь % (А) обозначает действительную часть А, а комплексное переменное и 


описывает область 0). Отсюда мы видим, как в сущности различны между собою 
ешения залачи Коши для обоих уравнений, кажущиеся тождествениь.ми с чисто 
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формальной точки зрения. В то время как формулы (49) и (50) просто прелпола- 
гают, что входящие в них функции непрерывиы вместе со своими производными, 
формулы (5Т) и (57) имеют точный смысл лишь тогда, когла данные функции /, 
$, являются аналитическими, а в окончательных формулах (53), представляющих 
решение, переменный параметр ц должен принимать комплексные значения. 
Легко убедиться, что эти условия не введены выбранным способом решения, 
но что они зависят от самой сущности задачи, Пусть С — плоская кривая, лежа- 
щая в плоскости ху, и Р — область, заключающая эту кривую. Еслн задать вдоль С 


,. ди ди 
значения некоторой функции и и ее частных производных дх И у’ Причем эти 


ду 


значения только непрерывны и удовлетворяют вдоль этой кривой соотношению 


то в общем случае не существует решения уравнения Лапласа А, и == 0, непрерыв- 
ного вместе со своими производными первых двух норядков в области 0), как бы 


и дц 
мала она ни была, и такого, чтобы его производные Зх’ ду принимали на кри- 


вой С заданные значения. В самом деле, если бы такое решение существовало, 
то из него мы бы вывели другую функцию о (х, у), удовлетворяющую в 0) тем же 


9 
условиям, что и и(х, У), и „такую, что 9 3 (П, $ 257\. Так как 


9х ду’ ду 9х 


99 9% 

значения — н 5. вдоль С известны, то сама эта функция ©(х, у) будет опре- 
9х У 

делена влоль С с точностью до алдитивного постоянного. Следовательно, в -- # 
булет аналитической функцчей от х-1у, голоморфиой в области О, значения 
которой влоль С известны. Но мы зпаем, что эта функция вполне определена, 
если известны ее значения вдоль дуги кривой С, как бы мала она ни была. 


ди аи 
Отсюда следует, что значения — и — должны быть вполне определены в про- 


х ду 
изволУной точке С, если известны значения этих произволных на некоторой части 
этого коитура, как бы мала о-а ни была. Ясно, что это условие не будет выпол- 


9 аи 

нено, если заданные для 5х и и функции только непрерывны. В действитель- 
х 9у 

ности же для уравнения л.и==0 ставится не задача Коши, а совсем иная за- 

дача, которая будет изучена дальше (гл. ХХУП). 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Проинтегрировать уравнения 


—а\? 
хр -- 2ху$ + уё==0, (в) =, ны -Х (р =0, 


1-9 =1р45, 47 (249 —р)з—2рё=0,  $= ра + ег}(х, у), 
гху $ (42 ту) Ру — ру— 9х=0. 


2. Найти поверхности, для которых линии кривизны одной из систем суть 
плоские кривые, плоскости которых проходят через неполвижную прямую (по- 
вер\+костя Иоахи о сталя), и поверхиости, для которых линии кривизны одной 
из систем расположены на концентрических сферах (поверхности Монжа), 

3. Озределить функцию ^А(х, у) так, чтобы уравнепие „== интегрирова- 
лось методом Монжа. 
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4. Определить уравнения Монжа-Ампера, для которых хагактеристики одной 
из систем являются асимпто!ическими линиями или линиями кривизны иите- 
гральных поверхностей (Ли). 

Определить также уравнения, для которых оба семеьства характеристик обра- 
зуют сопряженную сетку на интегральных поверхностях. 

5. Минимальные ловерхно‹ ти. Если уравнение касательной плоскости к нс- 
которой поверхиости $ написать в виде: 


Иа хана, 3) =0, 


причем а и В два переменных параметра, то, для того чтобы эта поверхность имела 
‘среднюю кривизну, равиую нулю, необходимо и достаточно, чтобы (стр. 70} 


9 09: 8 
— —_-4 —- — —=0 
Арии в 


Вывести отсюда общие уравнения поверхностей с нулевой средней кривизиой. 


ГЛАВА ХХУ. 
ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С п ПЕРЕМЕННЫМИ. 
1. КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ С я ПЕРЕМЕННЫМИ. 


481. Характеристики уравнений с п переменными. Понятие характе- 
ристики распространяется на уравнения в частных производных второго 
порядка с любым числом переменных, а также нал уравнения порядка 
выше второго. Мы рассмотрим лишь случай одного уравнения второго 
порядка с л переменными, линейного относительно производных второго 
порядка 

_ 22 
У. ЧР Е (Ж,-3 Хиа, Ру. -, Ра) == 0, р , (1) 
В в 


в котором коэфициенты а,, зависят только от переменных х\, х.,...,.д,. 
Задача Коши можст быть поставлена для этого уразнения следую- 
щим образом: пусть в пространстве п измерений (х., х.,..., Х,) 
задана гйперповерхность 5 уравнением 


Ф(х, х,,..., х,)==0; (2) 


найти интеграл уравнения (1), зная значения, которые принимает 
этот интеграл и одна из его частных. производных первого порядка 
вдоль $. 

Эта задача в общем случае является определенной. Заметим сначала, 
что значения и частных производных р, вдоль $ не независимы. Если 
в каждой точке © известна функция 2 и одна из этих производных, 
то остальные производные первого порядка можно вывести из них при 


помощи тождества аг== Ур, 4х, В самом деле, х,, х,,.... хи 


могут быть выражены на гиперповерхности $ иззестными функциями от 
п— 1 параметров 1:, #.,..., И„_1, И предыдущее соотношение экзи- 
валентно п —1 различным соотношениям, которые позволяют вычислить 
значения п производных р,, если известна одна из них. Предположим, 
например, что уравнение (2} для 5 разрешено относительно х„. За па- 
раметры можно взять 


и1= 1, И, ==Х,,..., И 1-Х, 1. 


Пусть п (%,х.,....^„_1)— та`функция, в которую должна обратиться г 
на э10м многообразии. Из и —1 соотношений 


дт 


9х 
- я ; — —1 
пор Нах" 1, 2...п 
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п —1 производных р, р.,р„_1 могут быть выражены при помощи произ- 
водной р,, которая вдоль 5 может быть выбраиа произвольно. 
Если фуикции а)„, Е, Ф являются аналитическими функциями своих 
аргументов, то можно выбрать новую систему независимых переменных 
’ , м 
(х1,....Хи) таким образом, что в этой новой системе переменных 
} 
уравнение гиперповерхности 5 перейлет в уравнение х„=— 0. Уравнение (1) 
заменяе:ся уравнением того же вила с аналитическими коэфициен- 
тами, и ‘предложенная залача сводится к изысканию интеграла но- 
; 
вого уравнеиия, обращающегося при х„ =—0 в заданную функцию 
92 
г : 
Л(хь..., Хп_1)» Между тем как Эх! обращается в другую заданную 
п 
Ц , 
функцию Ф(х1,..,, Хит) от тех же перемеиных. Если данные первоначаль- 
‘и Й задачи выражались аналитичес ‘ими условиями, то функции Ги 9 также 


бузут аналитическими. Если в преобразованном уравнении коэфициент 
922 . 

при —5 не равеи нулю, то к этому уравнению можно приложить 
Хп 

общую теорему (П, $ 455), на осиовании которой, возвращаясь к пер- 

вому уравнению, заключаем, что задача Коши допускает аналитическое 

решение, голоморфное в окрестности гиперповерхности, являюшейся 

носителем даиных значений. В противном случае, т. е, если коэфициен“: 

' 922 . 
аи» при —5 в преобразованном уравнении равен нулю, общая теорема 
Хи 
существоваиия иеприло-кима. Заметим, даже не проделывая вычислений, 
г 
что этот коэфициент аи„ зависит толь о от коэфициентов а, и от самой 


функции Ф, но совершенио ие зависит от данных на 5. Гиперповерхно- 
сти 5, для которых ал равно нулю, являются характеристиками урав- 
нения (1). Эги характеристические гиперповерхности определяются 
уравиением в частиых производных первого порядка, которое можно’ 
‘образовать, не производя никакой замены переменных. В самом деле, 
предположим, что известны значения 2 и ее частных производных р; в 
кажлой точке гиперповерхности 5 или, что то же самое, что нам 
известна система 2 --1 функций х,„р,‚„,2 отп— 1 параметров, удовле- 


творяющих уравнению (2) и соотношению 42 = У\ рах.. Для того чтобы 
из них вывести значения производных второго порядка р‚, в произволь- 
ной точке этого многообразия, мы имеем соотношения 

Ч = риах, +... НР @х, (1—1,2,..., п) (3) 


и самое уравнение (1). Предположим для простоты, что за параметры 
взяты и — 1 перемениые х.,х.,...,х 

Соотношения (3) дают нам: 
Эр, 9х Ри > 


— —=— ах 
ох, Р-Р, ‚ эх, ТРы Е Риз, , 


#-—1* 


и вследствие этого 


Ри Рип ух, = Л. (==1,2,...,й —1). 
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Подставляя значения производных р,„, р»; из этих формул в уравне- 
ние (1), получаем для определения р,„ уравнение первой степени: 


Ар В =0, (4) 


в котором коэфициент А выражается так: 


—_ 9х, | __ 
Аа эл (ВЕ=1,2,..., п), (5) 


9х, 
при условии, что -——” заменяется через —1. 
. 9х, 
Если для рассматриваемой гиперповерхности А не равно нулю, мы 


получим значения производных р, в каждой точке 5, и, переходя к 
производным более высокого порядка, мы шаг за шагом удостоверимся, 
что все эти производные могут быть вычислены без всяких затруднений. 
Мы имеем здесь общий случай, когда задача Коши допускает един- 
ственное решение. Это уже не имеет места, если гиперповерхность $ 
удовлетворяет соотно:мению А ==0, которое можно переписать в более 
симметричном виде: 


У 0 АИ ,...,), © 


эх, дх, 


предполагая, что это многообразие определяется уравнением (2). Гипер- 
поверхность $5 является тогда характеристикой уравнения (1), и рассуж- 
дения общего случая уже неприложимы. Если одновременно А==0, 
В ==0, значение производной р,„„ неопределенно и задача Коши приво- 
дит к неопределенности. Доказано, что когда функции а, Е, Ф и данные 
задачи являются аналитическими, имеется истинная  неопределен- 
ность *. 

Предположим, что переменные, так же как и функции а,,, Р, действи- 
тельны. Для существования действительных характеристик необходимо, 
чтобы уравнение первого порядка (6) допускало действительные инте- 
гралы. Но левая часть представляет собою квадратичную форму относи- 
тельно производных от Ф и, следовательно, если дискриминант А формы 
Уарии, не равен нулю, может быть написана в виде суммы п квад- 
ратов линейных функций от этих производных, умноженных на постоян- 
ные множители. Это приводит нас к классификации уравнений (1}, 
основанной на природе характеристик. 

Если дискриминант А квадратичной формы не равен нулю и если 
все коэфициенты при квадратах одного знака, уравнение (6) не допу- 
скает действительного интеграла, кроме интеграла Ф —С, а следовательно, 
уравнение (1) не имеет действительных характеристик. Говорят, что оно 
принадлежит к эллиптическому типу. 

Если дискриминант А не равен нулю и не все коэфициенты при 
квалратах одного знака, уравнение (6) имеет действительные интегралы, 


* Этому предложению сще не дано абсолютно общего доказательства лля 
неаналитического уравпения, по оно оправдывается во всех уже рассмотренных 
случаях. 


6 5. Гуреа, т. ИГ, ч. 1. 
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и для уравнения (1) существуют действительные характеристики. Оно 
называется уравнением гиперболического тина. 

Если дискриминант А равен нулю, уравнение (6) разложимо на сумму 
п—р квадратов (р >0), и уравнение (1) принадлежит к параболиче- 
скому типу. Уравнение этого рода может иметь действительные харак- 
теристики или не иметь их в зависимости ог случая. Если, например, 


{9:0 \2 92 \? 
п-—3, уравнение (5) =(:) допускает действительные интегралы, 


между тем как уравнение 


и 


9х 32 Зу 92 
допускает действительные интегралы только тогда, когда два уравнения 


93 9 9? 9 
а 


образуют якобиеву систему. Таким образом всякое уравнение, допускаю- 
щее действительные характеристики, принадлежит к гиперболическому 
или параболическому типу. 


482. Распространение посредством волн. Уравнения с действительными 
характеристиками встречаются во всех явлениях, где имеется распростра- 
нение посредством волн. В этом легко отдать себе отчет а рйой. Рас- 
смотрим сначала возмущение, распространяющееся влоль бесконечной 
прямой линии, взятой за ось х. Предположим, например, что имеется 
бесконечный цилиндр чрезвычайно малого сечения, наполненный газом, 
состояние которого в каждый момент времени одинаково во всех точ- 
ках каждого слоя, перпендикулярного образующим. Это состояние 
характеризуется переменным числом 2, которое зависит от абсциссы х 
рассматриваемого слоя и от момента времени 2. В наиболее обычных 
задачах 2 является интегралом уравнения второго порядка, линейного 
относительно производных второго порядка 


922 922 
—-2К—— — 
Нд Коди ЕЕ м , (7} 


допускающего решение 2==0, соответствующее состоянию покоя. 

Мы предполагаем, что если произвести возмущение в некоторой 
части цилиндра, то это возмущение распространится посредством волн, 
т. е. что слой с абсциссой х, расположенный вне возмущенной вначале 
части, остается в покое до известного момента времени #=%(х), 
начиная с которого он участвует в колебании. Будем рассматривать х и 
! как прямоугольные координаты точки. Пусть С-— кривая, уравнение 
которой есть 1==%(х), аг==Х(х, #) — интеграл уравнения (7), соответ- 
ствующий изучаемому явлению. Кривая С разделяет плоскость хЁ на две 
части; в области, расположенной под С, Ё=0(х) и 2==0; в области, 
расположенной над С, напротив, 2 отлично от нуля. Допустим, что. 
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а 92 
вдоль кривой Си ее частные производные У равны нулю, что 
9х 


сводится к предположению, что при переходе от еще невозмущенной 
к возмущенной части 2 и ее частные производные изменяются непре- 
рывным образом. 

Таким образом интегральная поверхность 2 —=(х, #) касается плос- 
кости 2х вдоль всей кривой С, которая является, следовательно, на 
этом частном интеграле характеристикой ($5 473). Иными словами, 
уравнение 1—9 (х), соответствующее фронту волны, представляет 
собою на плоскости 2==0 характеристическую кривую. 

Эти характеристические кривые являются интегральными кривыми 
диференциального уравнения // 4? — 2К, а ах -- [+ 4х? =0; Н., Ки 
[, обозначают выражения, в которые обращаются коэфициенты Ё, К 
и 2 после замены в них 2, , ы нулем. В частности, когда Н, К 
и Ё не содержат хи К Ну, Ки [5 суть постоянные, и обе системы 
характеристик составлены из параллельных прямых. Уравнение фронта 
волны #=9(х) имеет вид: #==ах-- 6, из чего мы заключаем, что воз- 


1 
мущение распространяется с постоянной скоростью У 


Рассмотрим еще уравнение распространения звука в пространстве. 
Составляющие скорости газовой молекулы, находящейся в момент вре- 
мени Ё в точке с координатами (х, у, 2), являются частными производными 
функции и(х,у,2,1), удовлетворяющей уравнению в частных произ- 
водных 

92и ди 1 9 


32и 
| яя Рау Ня в, (8) 


где а — постоянный коэфициент. 

Если при #—=0 мы произведем возмущение, ограниченное некото- 
рой областью пространства, то’ молекула, находящаяся в точке (х, у, 2) 
вне этой области, остается в покое до момента времени Ё = (х, у, 2), 
начиная с которого # перестает быть нулем. Уравнение ф(х, у, 2) = 
где # имеет определенное значение, представляет поверхность в про- 
странстве (х, у, 2), отделяющую в момент времени { еще не возмущенную 
область от области, уже возмушенной. Если мы допустим, что и и ее 
частные производные при переходе из олной области в другую изме- 
няются непрерывным образом, то уравнение © (х, у, 2) —1==0 в про- 
странстве четырех измерений (х, у, 2,2) представляет характеристическую 
гиперповерхность уравнения (8), так как должен существовать интеграл 
этого уравнения, касающийся частного интеграла и= О вдоль всей 
этой гиперповерхности. Соотношенне (6), определяющее характеристи- 
ческие гиперповерхности уравнения (8), при предположении, что урав- 
нение этой гиперповерхности разрешено относительно :, принимает 
в настоящем случае следующий вид: 


+) ==. ь 


6* 
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В силу уже известного результата * (П, ч. 8, стр. 282) уравнение 


ф (ху, =) = С 


представляет тогда семейство параллельных поверхностей, так что 
последовательные положения фронта волны образуют семейство па- 
раллельных поверхностей. 

Можно высказать более точный результат. Пра #==0 уравнение 
9 (х, у, 2) ==0 должно представлять поверхность №, отделяющую в мо- 
мент 2—0 уже колеблющуюся часть ирост' анства от части, находя- 
щейся в покое. Мы получаем интеграл уравнения (9), удовлетворяющий 
этому условию, беря огибающую полного интеграла 


а И (х— а уфе — 1, 


когда точка (а,3,71) описывает поверхность Х,. Пусть #= Р(х. у,2) — 
уравнение этой огибающей поверхности. Из теории вариации постоянных 
(П, 5 452) следует, что Р(х,у,2) является интегралом уравнения (9), и 
ясно, что при Ё==0 огибающая поверхность приводится к самой поверх- 
ности №. Итак, положение фронта волны в момент времени # полу- 
чается, если взять огибающую сфер радиуса аЁ, центр которых описы- 
вает поверхность №. Очевидно, поставленному вопросу отвечает лишь 
часть этой огибающей, находящаяся вне поверхности У,. Все эти резуль- 
таты, выведенные исключительно из теории характеристик, будут нод- 
тверждены дальше ($ 484). 

483. Общие свойства вполне линейных уравнений. Большое число 
задач математической физики приводит к уравнениям в частных произ- 
водных, которые линейны и однородны относительно неизвестной функ- 
ции и ее производных; кроме того, искомый интеграл должен удовле- 
творять условиям, которые могут быть весьма различны. Из линейного 
характера этих уравнений вытекает, что если известны р частных 
интегралов, то всякая линейная комбинация этих р интегралов с посто- 
янными коэфициентами будет тоже интегралом. Если известен интеграл, 
зависящий от одного или нескольких произвольных параметров, то 
диференцированием или квадратурами из него можно вывести новые 
интегралы. Пусть, нанример, $ (х, у, 2,... ; а) — интеграл, зависящий 


* Можно также проверить ЭТОТ результат, показав, что ортогональные Траек- 
тории семейства поверхностей ф(х, у, 2) =0 суть прямые линии. Если ит, № — 
направляющие косинусы нормали к поверхности этого семейства, проходящей 

: 95 
ду’ 


3 
— а 5. ‚И достаточно показать, что п, © и и не меняются, когда от точки т про- 


„о а 
Хх 


через точку (х,у,2), то в силу уравнения (9) имеем: и==а З 


странства мы переходим к бесконечно близкой точке т’ по направлению (и, 9, ®), 
выходящему из этой точки. Нос точностью до множителя имеем: 


__ 95 95 925 9$ 92% 9% _1 9 /%$ 2 д 2 89 \?|] _ 
чи — ах Гахдуду Г 99202 — 2 = (5) + (5) + (5) | —0. 


Точно так же ду и ам равны нулю. 
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от одного параметра а, не входящего в коэфициенты предложенного 
3: 
уравнения. Диференцируя, можем немедленно проверить, что и также 
является интегралом, что вполне понятно, так как эта производная 
может быть рассматриваема как предел линейной комбинации двух ин- 
тегралов 
Ф (х, у, 2.,...; ай) —9(х, У, 2... а). 


Рассуждение приложимо и в общем случае. Если интеграл зависит 
от некоторого числа параметров а, 2, с,..., не входящих в коэфици- 
енты уравнения, то все частные производные любого порядка этого 
интеграла по этим параметрам являются новыми инцтегралами, если, ко- 
нечно, эти производные существуют. Может также случиться, что про- 
изводные интеграла по одному из независимых переменных также бу- 
дут интегралами. Так, например, это будет иметь место, если одно 
из переменных не входит в коэфициенты уравнения, а производные 
берутся по этому переменному. В частности, в случае линейного урав- 
нения с постоянными коэфициентами все частные производные инте- 
грала тоже являются интегралами, конечно, при допущенни, что эти 
производные существуют и сами имеют производные до порядка, рав- 
ного порядку предложенного уравнения. 

Из интеграла, зависящего от произвольных параметров, посредством 
квалратур можно также вывести интегралы, зависящие от произвольных 
функций. Предположим, например, что для данного линейного уравке- 
ния с четырьмя независимыми переменными х, у, 2, # известен инте- 
грал и=® (х, у, 2, Ва, 6, с}, зависящий от трех произвольных пара- 
метров а, 6, с. Если умножить это частное решение на произвольную 
функцию /(а, 6, с) от этих параметров, то интеграл от произвепения 
Ка, 8, с} 0 (х, у, а, В а, 6, с), распространенный ча фиксированную 
область одного, двух или трех измерений пространства {‹’, 6, с), также 
будет решением предложенного уравнения в частных производных, ка- 
кова бы ни была функция /(а, 6, с). Это непосредственно следует из 
обычных формул диференцирования нод знаком интеграла, но можно 
просто заметить, вместе с Фурье, что интеграл такого рода в сущности 
является не чем иным, как суммой бесконечного числа частных решений. 
Когда известно несколько различных частных интегралов, зависящих от 
произвольиых параметров, то таким же способом можно образовать 
другие интегралы, зависящие от произвольных функций. Выражая, 
чтб полученные таким образом интегралы удовлетворяют желаемым 
условиям, мы обычно получаем для определения произвольных функций 
интегральные уравнения. Случается также для некоторых частных 
интегралов, зависящих от произвольных постоянных, что из них можно 
получить новые ннтегралы посредством квадратур, распространенных 
на области, которые сами изменяются с х, у, 2, #. Именно эти интегралы 
обычно и играют наиболее важную роль *. 


* Ж. ле-Ру (7. Ге-Воцх) посвятил несколько работ изучению этих интегра- 
лов, которые он называет глазмыми (Аппщез ае ГРЕсбе Моттийе, 3-е зёще, 
+ ХИ, 1895; Уоитий 4е Майётайдьез, 5-е звие, + ТМ, 1898; + УЬ 1900; 
1. 1х, 1903). Несколько дальше приведен интересный пример ($ 484). 
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Если известно бесконечное множество линейно независимых интегра- 
оо 
лов $1, 9.,...., Фвь-+.› ТО очевидно, что ряд У С, $, с постоянными 
п=1 

коэфициентами С, тоже будет интегралом, если только этот ряд и ряды, 
получающиеся из него диференцированием до порядка уравнения, равно- 
мерно сходятся. Может даже случиться, что не все эти условия н?- 
обходимы. Очевидно, что из всякого интеграла, зависящего от одного 
или нескольких произвольных параметров, можно получить, и притом 
бесчисленным множеством способов, бесконечное множество линейно-не- 
зависимых частных интегралов, приписывая этим параметрам последова- 
тельность частных значений, и следовательно, образовать бесконечное 
множество представляемых рядами интегралов. Обычно частные значения 
параметров выбираются так, чтобы удовлетворялись некоторые гранич- 
ные условия. Предположим, например, что интеграл $ (х, у, 2; а), зави- 
сящий от одного параметра а, обращается в нуль вдоль некоторых 
многообразий при бесконечной последовательности значений этого пара- 
метра а, а.,,...,а,, ... Всякий ряд У С,Ф(х,у,2; а,) формально ` 
удовлетворяет предложенному уравнению и обращается в нуль вдоль этих 
же многообразий. Если коэфициентами С, можно располагать таким обра- 
зом, чтобы этот интеграл удовлетворял остальным условиям, наложенным 
на искомое решение, то задача будет разрешена. Ясно, что в каждом 
частном случае нужно будет рассматривать вопрос о сходимости. 

Чаще всего частные интегралы, солержащие произвольные параметры, 
подсказываются самой сушностью задачи или аналитической формой 
коэфициентов. Пусть, например, даио уравнение с постоянными коэфи- 
циентами. Аналогия с линейными диференциальными уравнениями того 
же рода приводит к изысканию частных интегралов, выражающихся по- 
средством показательной функции. Написав, что е“*+№ является интегралом 
уравнения этого рода с двумя пергменными, получаем одно уравнение, 
связывающее постоянные @ и В, откуда выводим один или несколько’ 
интегралов, зависящих от произвольного параметра. 

Все вышеизложенное прилагается к трем типам линейных уравнений; 
эллиптическому, гиперболическому или параболическому. Эти три типа 
встречаются в математической физике; так, например, распространение 
звука определяется уравнением гиперболического типа, а распростране- 
ние теплоты — уравнением параболического типа. Распределение элек- 
тричества на одном или нескольких проводниках илл распределение 
температур внутри тела, иаходящегося в состоянии теплового равновесия, 
приводят к уравнениям эллиптического типа. Следует заметить, что 
задачи, к которым мы приходим, различны в зависимости от типа урав- 
нения, определяющего явление. Но в каждом случае задача правильно 
поставлена, т. е. данные как раз таковы, что вполне определяют решение 
для соответствующего типа уравнения. 

Для уравнений гиперболического или параболического типа прихо- 
дится разрешать задачу Коши*, или ё&мешанную задачу, которая 
получается, если комбинировать задачу Коши с некоторыми граничными 


* Задание только сам‹ го тнтеграла, вдоль некоторой характеристики должно 
рассматриваться как эквиваленное ланным Коши. Обычно задача Коши и сме- 
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условиями, смысл которых будет уточнен в каждом отдельном случае. 
Для уравнения эллиптического типа получается совершенно другая за- 
дача. Требуется найти интеграл, правильный в области, ограниченной 
замкнутым многообразием п—1 измерения 5, 1, зная значение этого 
интеграла в каждой точке 5,_, или соотиошение между интегралом и 
некоторыми из его первых производных вдоль этого многообразия. 
Наибол:е известным типом вопросоз этого рода является задача Дирихле, 
которая будет нами подробно изучена. Отметим раз навсегда, что в этих 
различных задачах данные не являются необходимо аналитическими, так 
что даже для задачи Коши общая теэрема сушествования (ИП, 5 456) 
далеко не дает разрешения всех вопросов, которые можно поставить. 
В случаях, когда она приложима, она определяет решение лишь 
в окрестности того многообразия, которое является носителем данных 
задачи, что недостаточно для поставленной нами цели. 


П. ПРИЛОЖЕНИЯ К НЕКОТОРЫМ ПРИМЕРАМ. 


Прежде чем приступить к систематическому изучению уравнений 
различных типов, дадим несколько примеров синтетических решений, 
предст-вляющих приложение вышеизложенных общих понятий. 

484. Уравнение звука. Задача Коши для уравнения распространения 
звука ($ 482) 

32и ик 9и 1 92% 
+ я 92 — а В (10) 


состоит в нахождении интеграла и (х, у, 2, Й, обрашающегося при #==0 

ди 
в данную функцию Х(х, у, 2), в то время как Е должна обращаться в 
другую заданную функцию ф (х, у, 2). Эти две функции } и ® предпо- 
лагаются непрерывными вместе со своими частными производными во 
всем пространстве и равными нулю вне некоторой области АЮ, являю- 
ацейся местом начального возмущения. Задача была сначала разрешена 
Пуассоном и Коши. Следующий способ, принадлежаший Буссине 
{Воиз$1теза), позволяет легко исследовать все обстоятельства этого 
явления. 


1 
Функция и = — , где г — расстояние переменной точки (х, у, 2} от 
г 


неподвижной точки а, В, ], является интегралом уравнения (10), завися- 
щим от трех параметров а, В, 7. Двойной интеграл 


оз, 0 = || 0, (1) 


= 

х 
ззятый на поверхности сферы У рэдиуса а описанной из Точки 
{х, у, =) как из центра, как мы сейчас покажем, тоже является интегра- 


шанная задача ставятся таким образом для уравнепия нараболического типа, 
Обо всех этих общих сведениях можно с интересом прочесть в статье Адамара 
в Вийенп де а Зое ае Рвузщие (1906). 
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лом; здесь №(а, В, 1} — произвольная функция от а, В, у. Этот интеграл 
Буссине назвал сферическим потенциалом (гл. ХХУШ). Заметим, что 


1 р 
частный интеграл -- не зависит от #; в формуле (11) от Ё зависит 
г 


1 
только область иитеграции, так что — можно рассматривать как глав- 
г 


ный интеграл, в смысле ле-Ру (стр. 85) *. 
92 ди ди 


Для вычисления вторых производных зв › ду, = удобно про- 


извести замену переменных 


а=х-- ай, В = у--аН, у==2г + аЁ. 


Когда точка а, 8, )) описывает сферу У, точка &, т, © описывает 
сферу $ радиуса, равного единице, с центром в начале координат, а 
между соответствующими элементами площади 45$ и 45 обеих сфер име- 
ется соотношение 45 = 22245 —=7245. Формула (11} переходит в 


с « 
и (ху, 2, д == н(х а, уай, 24а#), аё а; (12) 

* Метод Буссине может быть связан с общей теоремой Вейерштрасса относи- 
тельно линейных уравнений с постоянными коэфициентами (см. Уо11етга, [- 
сол$ Р:го!еззвез а Зюскпойп 1906, р. 58). Пусть © (х, у, 2) — однородная функция 
первой степени от х, у, 2, такая, что уравнение © (х, у, 2) = Е представляет замк- 
нутую поверхиость У» заключающую начало координат и пересекающуюся каж- 
дой полупрямой, выходящ-Й из начала координат, только в одной точке. Рассмот- 
рим интеграл 


из 
| 


1=\\\ (и, о, (хи, Ух, 2+ в) диасаю, 


кк 


распространеиный на область, заключенную между двумя поверхностями У», 


/ 
Ув причем & — произвольное постоянное. Производная эр Р (№, 2, В), функ- 


ция четырех переменных х, у, 2, &, является интегралом линейного уравнения 
с постоянными коэфициеитами 


дви 
У, Анил хто дь =, (Е) 
какова бы ни была произвольная функция /[, если только уравнение 
и пп ди 
х(-1 Арнройз в ЭлдуйоьдРь =0 Е} 


допускает интеграл ф (х, у, 2) ФЕ— 8 (х, у, 2], где Ф — произвольная функция. В слу- 
чае уравнения (10) оба уравнения (Е) и (Е') тождественны и допускают интеграл 


1 г 
_ Ф (а#— р, где г= | х? -- уз-| 22. Следовательно, в этом случае можно поло- 
1 А 
жить Ф——_, 0—=И 2 + 2. Поверхности У, являются сферами, и легко 


9/ 
видеть, что производная -э+ тождественна с интегралом по поверхности в мегоде 
Буссине. 


1 
Метод Кирхгоффа т.кже основан на применении интегралов = Ф (1 ›), 
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новый интеграл берется по поверхности сферы 5. Так как область ин- 
теграции не зависит 01 х, у, 2, то непосредственно имеем: 


А, и— и. 92и ‚ 92и 


а зе 8 = (асов, у--ам, 2--а В} а 4$, 
ых 


или, возвращаясь к первоначальной области интеграции, 


| а (13) 


причем двойной интеграл берется по поверхности сферы ». 


ди 
Выражение для 5Е, выведенное из формулы (12), составляется из 


лвух слагаемых и может быть иаписано так: 


или, возвращаясь к сфере », 


__ и 1 а-хзи | Вуд , 1—29р 
ет 2 а Ка м + Е 42 


а 3 


а—х —_у —2 
Но Яя ВУ 

а [#11 ра 
нормали к ХУ, а двойной интеграл в правой части тождественен с ин- 


тегралом 


суть нанравляющие косинубы внешней 


= | ава; о ааа, 


взятым по внешней стороне поверхности У, или же, по формуле Грина, 
с тройным интегралом (Г, $ 144) 


‚+ 


распространенным на внутренность У. Вновь диференцируя по # фор- 


ни) ао, (14) 


ц 
мулу, дающую р, 


получаем: 


г, (15) 
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9 


ё 


что можно переписать в виде ——_ =, где г есть радиус сферы %. За- 
г 


меняя в тройном интеграле (14) прямоугольные координаты @, в, 7 по- 


91 
-Ллярными координатами 9, | легко вычислить выражение — ‚но мож- 
р , ) Р г ' 


но также заметить, что когда г увеличивается на @г, приращение А/ 
претставляется тройным интегралом, распространенным на часть про- 
странства, заключенную между двумя концентрическими сферами ра- 
диусов гиг-|- 4/. Главная часть этого приращения, очевидно, равняется 


произведению 47 на двойной интеграл от + + ‚ распро- 


страненный на поверхность сферы радиуса г. Таким образом мы имеем: 


Зи __ 2297 а? (Си ув) аз } 
жет . 3 р | за г 38? Те (16} 
х 


Сравнивая с формулой {13), видим, что Функция и(х, у, 2, #) действи- 
тельно ягляется интегралом уравнения (10), какоза бы ни была функ- 
ция | (а, В, {), если только встренающиеся в вычислении производные 
непрерывны. Из формулы (12) непосредственно усматриваем, что 


и 
и (х, у, 2, 0) =0, между тем как предел - при № стремящемся к нулю, 


равен 4паи (х, У, 2). Следовательно, интеграл (11) удовлетворяет началь- 
НЫМ условиям 


и (х, у, 2, 0) =0, —==4пав (х, у, 2} (при Ё=0). 


и 
94 


34 
С другой стороны, и, (х, У, 2, =; тоже является интегралом урав- 


чения (10) ($ 433), а формула (16) показывает, что = при Ё == 0 равна 


нулю. Итак, этот новый интеграл удовлетворяет иачальным условиям: 
9 
и, (х, у, 2, 0) == 4пац (х, у, 2), Зр==0 (при #==0). 


Положим теперь 


Р(х, у, 2,0 = чае А 


Ф (х, у, 2, а В, 1) 43. 


Ясно, что функция 


д + (и, у, 2,9 (18) 


‚| 
ом 
| 
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дает решение задачи Коши для уравнения (10), так как из предыдущих 
формул следует, что при #==0 она сама обращается в Л(х, у, =), а ее 


9 
‘производная —- в ф (х, у. 2). Из формулы, дающей видно, что эта 


9: 32 › 
‘функция и выражается двойным интегралом, распространенным на по- 
верхность сферы радиуса аЁ с центром (х, у, 2), и слеловательно, зьа- 


чение и в момент времени # в некоторой точке (х, у, 2) зависит голько 
от значений Хи ф на той части сферы ралиуса ар, которая располо- 
жена в области А, где произошло начальное возмущение. 

По этим результатам легко отдать себе стчет в различных обстоя- 
тельствах этого явления. Предположим, что область А ограничена замк- 
нутой поверхностью 5. Пусть М — точка пространства, расположен зая 
вне Ю, 4 и О — наименьшее и наибольшее расстояние от этой точки 
до точки поверхности $5. 


Пока #Ё меньше “, сфера радиуса @Ё с центром в точке М не до- 
стигает области Ю; и(х, у, 2, #) равна нулю, и молекула, расположенная 
в М, остается в покое до момента времени в=“, когда она начи- 
чает колебаться. Но начиная с момента, когда { превосходит значе- 
ние 2, поверхность сферы радиуса сЁ с центром в точке М уже не 


имеет общих точек с областью Ю, и помещенная в точке ЛМ молекула 
опять приходит в состояние покоя. 

Геометрическим местом точек, до которых достигает колебание в 
момент времени & является поверхность, параллельная поверхности $ 
и получающзяся, если на направлении внешних нормалей отложить 
длину аЁ. Таким образом различные положения фронта волны предста- 
вляют собою поверхности, параллельные 5 ($ 472). а величина а пред- 
ставляет скорость распространения. Через точку М последовательно 
проходят два фронта волны: передний фронт только что определенной 
волны и задний фронт волны — геометрическое место точек, получа- 
ющихся, если на нормали к $ отложить длину, равную О. 

Когда область Ю неограниченна, то для точки М, расположенной 
вне Ю, всегда сушествует передний фронт волны, но заднего фронта 
волны в общем случае не будет, так как, начиная с момента, когда # 


а 
превзошло величину —, и(х, у, 2, й остается отличной от нуля (или 
а 


от некоторого постоянного). 

485. Цилиндрические волны. Если данные функции Х(х, у, 2) и 
ф(х, у, 2) не зависят от 2, т. е. если начальное состояние одинаково 
влоль прямой, параллельной оси Орг, то ясно, что сам интеграл (18) 
тоже не зависит от 2. В самом деле, когда 2 изменяется при постоянных 
х, у, Ь то сфера Х только перемещается параллельно О2, но двойные 
интегралы, распространенные на поверхность этой сферы, не меняют 
своего значения. Следовательно, в каждый момент времени состояние 
одинаково вдоль прямой, параллельной оси О2, и мы можем ограни- 
читься изучением того, чго происходит в плоскости ху. 
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Формула (18) представляет тогда интеграл уравнения 


92 3”и 1 92 
де К уаз (19) 


и 
при {(-=0 обращающийся в У(х, у), тогда как ы 


Двойные интегралы (17) распространены на поверхность сферы » ра- 
диуса г=—=а#, с центром в точке с координатами (х, у, 0)- Замечая, что 
элемент площади 45 имеет выражение 
45 аа аВ 
И (ха) (—’ 


обращается в 9 (х, у). 


и что каждый элемент большого круга сферы, расположенного в плос- 
кости ху, является проекцией двух симметричных элеменгов сферы, 
мы можем двойные интегралы по поверхности сферы заменить двой- 
ными интегралами, распространенными на плошадь этого большого 
круга в плоскости ху. Формула (15) переходит в 


_ 1 ® (@, 8) аа ав 
и (х, у, об | бя + 
г 


] 
« 
41% (а, В) а а , < 20) 
2па 9 р {х __ а)? — (У— = ‚ ] 


оба двойных интеграла распространены на круг Г радиуса а, описан- 
ный из точки (х, у). . 

Предположим, что функции Ё(х, у) и ®(х, у) равны нулю вче об- 
ласти Ю', ограниченной некоторой замкнутой кривой С, что соответ- 
ствует случаю, когда область Ю, место начального возмущения, располо- 
жена внутри цилиндра с образующими, параллельными оси О2г, причем 
это возмущение одинаково во всех точках прямой, параллельной обра- 
зующим. Если точка (х, у) находится вне области Ю, и(х, у, №) будет 
равна нулю до тех пор, пока аЁ остается меньше кратчайшего расстоя- 
ния @ от этой точки до С, но, начиная с момента, когда #Ё превзой- 


[14 
дет — , круг ТГ будет содержать по меньшей мере часть области Ю, и 


и(х, у, #) в общем случае уже не вернется к нулевому (или постоянному) 
значению. Таким образом всегда имеется передний фронт волны, после- 
довательные положения которого представляют собою цилиндрические 
параллельные поверхности, но задяего фронта волны нет. Другими 
словами, позади фронта волны имеет место бесконечная диффузия (рас- 
сеяние) звука. Ухо, находящееся в некоторой точке пространства, бу- 
дет неограниченно получать звуковое впечатление, начиная с момента, 
когда фронт дойдет до него, но это впечатление со временем будет 
ослабевать. В самом деле, легко вндеть, что при безграничном возра- 
стании Ё оба двойных интеграла, входящих в формулу (20), стремятся 
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® нулю, и можно совершенно строго доказать, что то же самое проис- 


9 д: ди 
ходит и с частными производными —-, —, _-. 
9х ду’ 

Плсские волны. Рассмотрим еше более частный случай, когда обе функцеин 
Их, у,=), +(х,у,2) зависят только от х. Физически это предположение соответ- 
слвуст случаю, когда Ю есть область, заключенная между двумя плоскостями 
ВР; ирР., перпендикулярными к Ох, а начальное возмущение одннаково во всех 
точках каждой плсскости, параллельной этим плоскостям. Как и выше, мы нахо- 
дим, что и функция и (х, у,2,Ё) не зависит от у и от 2, и формула (18) предста- 
вляет интеграл уравнения 

2 
3 19 , 21) 
92 др 


. „ Эн 
обращающийся со своей производной кт при #0 соответственно в {(х} и 


ф(х). Оба двойных интеграла, входящие в эту формулу, распространяются на 
позерхность сферы радиуса г-= ав, с центгом в точке (х, 0,0). Замечая, что пло 
щадь пояса, заключенного между двумя перпендикулярными к Ох плоскостями 
< абсписсами а иа-|- да, выражается через 2таЁ 4а, непосредственно находим, что 
эти двойные интегралы приводятся к простым иитегралам, и формула (18) перс- 
ходит в 

ха ха | 


1 9 ° 
(505. ох [убы = | 
ке х-аЕ я 
1 5-Е Ли. 


— 24а 2 


х— 


В изучаемом нами случае обе фуикции }(х) и 9(х) равны нулю вне интер- 
хм 


вала (хо, х,). Предположим хь < х, < х. До тех пор, пока # меньше ‚ обе 


функции } (а) и $ (а) в иптервале иптеграции равны нулю, и мы имеем и— 0. 


Хх — № 


Когда # превосходит ‚ можно заменить пределы интеграции через хо и 


дж. и и(х, й огтается постоянной. Так как впечатление, воспринимаемое ухом, 
зависит только от производных функции и, то мы видим, что фронт волны 
имеется как спереди, так и сзади. Эти результаты будут подтверждены далее 
{5 492) непосредственным изучением уравиения (21). 


486. Распространение теплоты в неограниченной среде. Аналитически 
задача ставится так*: найти интеграл уравнения 


92и и 92и 1 4 03 
9х? зу Ру? а? 9!’ (23) 
* В действительности это частный случай задачи Коши (примечапие в конце 
$ 483), потому что гиперповерхность #==0 пространства (х, у,2,#) является ха- 
рактеристическим многообразием. С точки зрения физики эта задача соответствует 
следующей задаче. Предполагая, что пространство заполнено однородной жил- 
костью, температура которой в момент #-—=0 известна в каждой точке, найти 
температуру в любой момент времени. Можно еще предположить, что при 0° 
в пространство введепо горячее тело, обладающее теми же свойствами в отноше- 
нии теплоты, что и внешняя жидкость. Задача была бы совершенно иной, если бы 
в среду с темнературой в 0° погрузить нагретое тело с другими свойствами и 
оставить его затем свободио охлаждаться, поддерживая температуру в окружающей 
среде при 0°. Мы рассмотрим лва частных <лучая этой залачи в $ 487 и 488. 
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правильный для всякой системы значений х,‚ у, 2 и для Ё>0, обраша- 
ющийся при #=0 в данную функцию Х(х, у, 2). Для того чтобы про- 
изведение вида ХУЙТ, где Х, У, ( иТ зависят соответственно только 
от х,у2 и Ь было интегралом уравнения {23), необходимо и доста- 
точно, чтобы 


и следовательно, каждое из отношений, входящих в это уравнение, 

должно равняться постоянному. Если мы хотим, чтобы переменные 

х, у, 2 входили под знаком тригонометрических функций, для отноше- 
и 


ний типа х нужно взять отрицательные значения, и мы получим та- 


ким образом частный интеграл: 
= ет там 05 а (х — }) с0$ В (у— м) с0$1 (2 — 5), (24) 


зависящий от шести произвольных постоянных а, В, |, ^, №, у. Выра- 
жение 
+09 +00 + со 
= \ | ( одааз (25) 


о Ги 


тоже будет частным интегралом уравнения (23). Но есть произведе- 
ние простых интегралов типа 


+0 
\ 2—9 соза (х — }) аа. (26} 


” 
о 


Значение этого интеграла легко выводится из одной ранее выведен- 
ной формулы (Т, $ 108), которую можно переписать в виде 


+ со ° 


1 
\ е—? соз ву Чу— Ите-м, 
о 
если в этой формуле заменить у через аа /Ё (причем а новое пере- 


Хх — 
—__—. Таким образом получим 


241 


менное интегрирования), д через 
оо 
й еж 
г 91°! с05 а (х — }) аа же 44 
о 


и еще две таких же форхулы, дающих значения интегралов, подоб- 
ных (26). Окончательно имеем: 
иг ае-ул 
42 


в 32 ы , (27) 


(2а Ир 
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Новый интеграл 1 зависит уже только от трех произвольных по- 
стоянных }, |, у. Выражение 


00 +00 +00 


= | | | >70, в, у ан {28} 


-ю-®-©® 


опять будет интегралом. Чтобы доказать, что это и есть требуемый ин- 
теграл, сделаем замену переменных 


Х=х--2а И Её, н==у-Р2аИ #1, у=2-+2аИ К; 


заменяя в форууле (28) х его значением, получаем: 
; 102 + +0 


\ 


6-ю -<® 


Х (+ 2а/ Её у 2ауту, 2+2 ура. я 


При #==0 этот интеграл ооращается в следующий: 


8 +05 05 +0 
п 2х, у, 2 е- а | ев, 
—< —ю о 


т. е. в Х(х, у, 2), потому что каждый из простых интегралов равен ’п: 
(1, $ 125). . 
Предположим, что функция Х(х, у, 2) равна нулю всюду, кроме огра-. 
ниченной области А пространства, где она положительна. Это пред-. 
положение соответствует случа:о, когда в пространство при #==0? вво- 
дится тело, занимающее область Ю, с температурой выше 09. Тогда за: 
область интеграции в формуле (28) можно взять самую область Ю, так 
как /(\, м, У) равна нулю вне этой области. Эта формула показывает 
нам, что как бы Ё ни было мало, и имеет положительное значение 
в каждой точке пространства. Отсюда слелует, что распространение те- 
плоты от нагретого тела в пространстве с температурой 0° происходит 
мгновенно, т. е. что в момент, который следует за введением нагретого. 
тела, температура любой точки пространства начинает подниматься. Та- 
ким образом тепловой волны не существует, что можно было предви- 
деть а рйой, так как уравнение (23) параболического типа и не допу- 
скает действительных характеристик, кроме гиперповерхностей #==С. 
Формула (28) показывает также, что в вычислении температуры в точке 
(х, у, =)в любой момент времени участвует все горячее тело, потому что правая 
часть представляет собою тройнои интеграл, распространепный на часть простран- 
ства, занятую этим телом, Поэтому наблюдатель, помешающийся в точке (х, у, 2), 
испытывает в момепт времени # тепловое ощущенне, которое зависит от началь- 
ного состояния всего нагретбго тела в целом. При изучении распространения 
звука мы видим, напротив, что слуховое ощущение в момент Ё зависит только 
от начального состояния точек, расположенных на сфере радиуса ас центром 


в точке (х, у, 2). По мнению Буссине, этот аналитический факт объясняет, почему 
зрение и слух доставляют нам о внешнем мире достаточно яспые сведения, в то. 
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время как тепловые явления приносят лишь смутные и неясные впечатления. 
Это происхопит оттого, что законы оптических или акустических явлений вырл- 
жаются уравнениями, решение которых содержит двойные интегралы, а тепло- 
вые явления протекают по законам, в решения уравнений которых входят трои- 
пые интегралы. 

487. Задача о кольце. Аольвом называется нить очень малого поперечного 
сечения, образующая замкнутую окружность. Задается начальное распределение 
температуры в кольце и спрашивается, каково будет это распределение, ссли 
оставить кольцо свободно охлаждаться в течение произвольного промежутка вре- 
мени. Уравнение задачи таково: 


9и 9?и 
— Наи=А--, (30 
9 | 92 (90) 


где аи А — положительные постоянные, # обозпачает время, х — ллину нити, ко- 
торая отсчитывается вдоль ее оси, начиная с некоторого начала отсчета, а и -—- 
температуру слоя с абсциссой х в момент времени Ё Мы предполагаем, что 
единица длины выбрана так, чтобы вся длина пити равнялась Эя. Полагая и = 
—= 0е-@!, приводим уравнение (30) к следующему: 


ПИ. (Зо 


Требуется найти интеграл этого уравнения, определенный для всех положи- 
тельных значений Ёи при #—0 обращающийся в заданную функцию #(х), пе- 
обходимо допускающую период 2т. Ясно, что функция 9 должна иметь тот же 
период. 

Для разрешения этой задачи Фурье сначала замечает, что уравнение (31) до- 
пускает бесконечное множество простых решепий, которые получаются при умпо- 
жении некоторой функции от Ё на некотопую периолическую функцию от х 
периода 2х. Все эти решения Имеют вид е-^2% (А с0$ их -- В п пх), причем и — 
любое целое число, А и В — произвольные постоянные. При помощи этих про- 
стых решений можно образовать искомый интеграл в весьма общем случае, ко- 
гла функция } (<) разлагается в ряд Фурье: 


+ со 
0) = 5 -- У (аи с0$ их + В, ча пл). (32) 


й=1 
В самом деле, очевидно, что функция, представляемая рядом 
-- 09 
= с - у е-7! (а, соз их + 6, эт их), (33) 


й=1 


формольно удовлетворяет уравнению (31), а при Ё=.0 этот ряд обращгется в 
разложение функции / (х). 
Это рассуждение, конечно, недостаточно строго, но этот недостаток легко 


восполнить. Заметим сначала, что |аи| и |6„| имеют верхнюю границу М. Ряд 


во 920 

(33) и ряды, получающиеся для РЯ и у’ равномерно сходятся для каждого зна- 
ха 

чения & превосходящего некоторое положительное число 1. Чтобы убедиться в 


этом, достаточно сравнить общий член этих рядов с членом того же номера схо- 
2 

дящегося ряда 2МУл“е-"”®=. Итак, соотношение (31) удовлетворяется для всякого 

значения Ё.>т, а следовательно, и для любого положительгого значения К так 

как тесть произвольное положительное число. Остается доказать, что, когда & стре- 
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мится к нулю, а х остается постоянным, сумма ряда (33) имеет пределом сумму 
ряда (32), который предполагается сходящимся. Но если положить 4 ==е7*, ряд 
(33) является целым рядом относительно 4 


+ со 
и = “о - У 47? (ал с08 их -- 6, $1 их), (33°) 


П=1 


у которого все показатели — точные квадраты. Когда # стремится к нулю по 
положительным значениям, то 4 стремится к единице, и по теореме Абеля сумма 
ряда (33') имеет пределом сумму этого же ряда, если положить в нем 4 = |, т.е. 
рада (32). 

Следует отметить, что соотношение (31) может и Не выполпяться при #= 0, 
что, например, имеет место, если данная функция }(х) не имеет второй произ- 
водной *. 


Примечание. Каждый члеи ряда (33') может быть разложен в целый ряд 
расположенный по степеням х. После замены каждого члена его разложением о 
представляется суммой двойного ряда, каждый член которого есть некоторая сте- 
пень х. Этот двойной ряд абсолютно сходится для любого положительного зна- 
чения 2. В самом деле, пусть М есть верхняя грань абсолютных величин | а„|и | 6. 
Сумма модулей членов, заключенных в л-Й строке таблицы, очевидно, меньше, 
чем Ма7?ет, причем р равно | х|. Но ряд, общий член которого равен дИФейр, схо- 
дится при 4 < 1, каково бы ни было р. Отсюда следует, что для любого поло- 
жительного значения # функция о = Р(х,В, представляющая тепловое состоя- 
иие кольца в момент времени К есть целая функция от х. Следовательно, 
произвольно выбранная непрерывная функция от х не может представлять те- 
плового состояния кольца для времени, следующего за тем моментом, когда его 
оставили свободно охлаждаться. 

488. Охлаждение сферы. Предположим, что сфера радиуса Ю погружена 
в среду температуры 0° и что начальная температура произвольной точки этой 
сферы является функцией только расстояния г от центра. В силу симметрии это 
же будет иметь место в любой момент времени. Температура и некоторой точки 
сферы в момент # есть функция переменных ги Ь удовлетворяющая уравнению 


1 4% 927 2 ди 
о бый г. 34 
Е 9 ы г д" 84) 


Эта функция определена для любого положительного значения Ё и для лю- 
‘бого значения х, заключенного между 0 и А, а когда # становится нулем, она 
должна обращаться в некоторую известную функцию /(7), определенную от 0 
до Ю. Кроме того, если допустить закон охлаждения Ньютона, эта функция и 
должна удовлетворять следующему условию на поверхности: при’=АЮ мы 


ди 
должны иметь ри -- Ри —=0, каково бы ни было &Й — некоторое положительное 
г 


постоянное. 
о 
Если положить и=—, уравнение (34) упрощается и переходит в 


т, (85) 


* Одна из теорем Вейерштрасса утверждает, что, какова бы ни была непре- 
рывная функция }(х), сумма ряда (33) имеет своим пределом }(х), когда # стре- 
мится к нулю по положительным значениям, причем аи 6, суть коэфициенты 
ряда Фурье, соответствующего функции }(х) (см. Пикар, Тгацв 4’Апа1узе, 2-е 
издание, т. 1, стр. 283). 


7 э. Гурса, т. ПЛ, ч. 1. 
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между тем как условие на поверхности становится 


= —^ © (при ’=А), (86) 


а новое иачальное условие имеет вид о ==}(”) при #=0, 

Уравнение (35) тождественно с уравнением (31) задачи о кольше, ио иско- 
мый интеграл должен удовлетворять уже совсем другому граничиому условию. 
Для того чтобы решение вида 


де 


%—=е (А с0$ и" -- В Яап вг) 


р ® 
было пригодно для новой задачи, нужно прежде всего, чтобы —; 2=и при к=0 


сохраняло` конечиое зиачение, а следовательно, Чтобы А равнялось нулю. Для 
того чтобы этот интеграл удовлетворял условию (36), нужно, кроме того, чтобы в 
было корнем трансцендентного уравнения 


воюет. (87) 


Можно легко доказать, что это уравиение допускает бесчислеиное множество 
положительных корией 14, не... Ви, ... В самом деле, полагая в = х, мы при- 
ходим к изысканию точек пересечения кривой у=шх с прямой (1 — #Ю) у=х. 
Если, например, } — ЯЮ положительно, — уравнение (37) имеет единствениый ко- 


(21— Их (2-1) с 
"28 


ПЕ 
реиь между —— ‚ этот корень превосходит --, и разность двух 


2Юю Юю 
последовательиых корней превосходит 28. Предположим теперь, что функция 
г} (г) в интервале (0, Ю) разлагается в ряд вида: 
г} (г) = А зп (щ Р) -- Аьзш (ог) |... + Аза + ..., (38) 
где коэфициенты А„ постоянны. Ряд 
ое (ый Лет т (р --... (39) 


дает решение задачи. В самом деле, этот ряд равномерно сходится при > 0, и 


если положить е`#=4, то для ряда ХА, 1 (№и”) можно повторить рассу- 
ждения, посредством которых устанавливается теорема Абеля (1, 6 182), а отсюда 
мы заключаем, что когда # стремится к нулю, о имеет пределом РХ(›). Для дока- 
зательства того, что ряды, Получаемые из © почленным диференцированием, рав- 
номерно сходятся, стоит только повторить вычисления задачи о кольце. Един- 
ственная разница состоит в том, что последовательность целых чисел заменяется 
последовательностью возрастающих чисел №, в» ..., в которой разность н’— и„_, 


= За 
заключена между 2в и 5ю. Возможиость разложения функции г} (+), удовле- 


творяющей условиям Дирихле, в ряд вида (38) была строго установлена Коши * 
(см. ниже Упражнение 2). 


* Оецугез сотр ез, 1-е зёце, +. УП. См. также: Е. Р1саг@, Ттайб а’Апа- 
1узе, 4. П, р. 179—195.—Н. Ро! псагв, Тнбойе апа1уЧаие ае 1а ргорасаНоп ае 
1а сваеиг. [Гесоп$ тефевез раг Воцуег её Ва{те, гл. Х1 и следующие.] 
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ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Задача, изученная Фурье. Рассмотрим бесконечное тело, заключенное между 
двумя параллельными плоскостями В и С и плоскостью А, им перпендикулярной. 
Предполагается! что каждая точка М плоскости А поддерживается при постоян- 
ной температуре, которая является данной функцией х(х) одного только рас- 
стояния х этой точки от плоскости В, а все точки граней Ви С поддерживаются 
при 0°. В конце концов устанавливается температурное равновесие, Найти ко- 
иечную температуру и (х, у) в точке Р, расстояния которой от нлоскостей Ви А 
равны х и у. 

Функция и (х, У) должна удовлетворять уравнению Лапласа Ай ==0; обра- 


щаться в Ф(х) при у==0; равняться иулю, каково бы ни было у, при х=0и 
х= и быть очень малой при очень больших значениях у. Мы исходим из про- 
тпу 
1 тих 


стого решения е т мы ‚ удовлетворяющего последним условиям, и разла- 


кх 
гаем функцию ф(х) в ряд по синусам дуг, кратных т. 
2. Пусть в, в’ — два различиых корня уравнения (37). Доказать, что 


в 
\ зил (и) $ ('7) 4" ==0. 
6 


Отсюда следует, что, предполагая ряд (38) равномерно сходящимся, можно опре- 
делить его коэфициеиты таким же способом, как и коэфициенты ряда Фурье. 


ГЛАВА ХХУ1. 


ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА. 


1. ИЗУЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ, ОТНОСЯЩИХСЯ К УРАВНЕНИЮ 
5=У(х, 5). 

459. Определение интеграла по данным Коши. Мы приступим к по- 
дробному изучению некоторого количества задач, относящихся к эле- 
ментарному уравнению 

922 
уеау=ЕЛ О 5 (0) 

Интеграл называется правильным в некоторой области, если в этой 
области он непрерывен и допускает непрерывные частные производные 
первого порядка. Функция /(х, у) сама тоже предполагается непрерывной *. 
Поставим себе сначала целью определить интеграл, зная значения, 
которые он принимает на двух характеристиках различных систем, или, 
точнее, будем искать интеграл, который при у==у, обращается в дан- 
ную функцию 9(х), а при х==ху в другую известную функцию Ф (у), 
причем обе эти функции удовлетворяют условию © (х,} = (уз). Если 
обе функции 9(х) и Ф(у) определены соответственно в интервалах 
(2, м -На) и (у, »-Н В), искомый интеграл сам определен внутри прямо- 
угольника, ограниченного прямыми Х==х, х=Х, а, у=у, у== 
—=и-В, и мы можем, тотчас написать его выражение, замечая, что 


двойной интеграл = ие 1) 41 есть интеграл уравнения (1), обрашаю- 
№ У» 

щийся в нуль при у==у,, каково бы ни было х, и при х==х,, каково 

бы ни было у. Но мы разрешим задачу способом, который одинаково 

прилагается ко всем последующим задачам. 

Предположим, для определенности, а`>>0, В>>0, и пусть АВСБ 
есть прямоугольник, вершины которого имеют координаты (х,, 35), 
{2% --@, у), (хо На, УВ), (хо, у). Возьмем внутри или на кон- 
туре этого прямоугольника некоторую точку М и опустим из нее перпен- 
дикуляры МР и МО на стороны АВ и АД. Всякий интеграл 2 (х, у) 
уравнения (1) удовлетворяет также соотношению: 


9 822 ( С 7) к „ . 


* Оси Оси Ох и Оу для простоты предполагаются прямоугольными, но резуль- 
таты не зависят от этого предположения; это очевидно, если двойные интегралы, 
входящие в формулы, написать так, чтобы выявить пределы последовательных 
интеграций, подлежащих выполнению. 
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где оба двойных интеграла распространены на площаль прямоугольника 
АРМО. Но значение левой части есть (1, $ 122) 2(х, у) + 2(хь, у) — 
—2 (хо, 5) — 2(х, уз). Для искомого интеграла 2 (х, У) и 2(ху, У) явля- 
ются как раз данными функциями © (х) и Ф(х), и этот интеграл выра- 
зится так: 


р 
2(м, = (о) — 9) | УЕ, 1). (3) 


® У 


Очевидно, что полученная таким образом функция удовлетворяет 
поставленным условиям. Для того чтобы она была правильной, в прямо- 
угольнике АВСО нужно, кроме того, чтобы функции ф (х) и Ф (у) имели 
непрерывные производные. 

Если функции $(х) и $(у), так же как и $'(х} и $ (5), непрерывны всюду, 
кроме конечного числа значений х, заключенных между ху и Хь -- а, и конечного 
числа значений у между уз и у +В, то 2(х, у) правильна в прямоугольнике 
АВСО, за исключением конечного числа отрезков характеристик. Отсюда мы 
видим, что всякий разрыв интеграла или его производных в некоторой точке 
границы области дает себя знать во всей области. Если функции $(х) и $(у) 
не имеют производной, 2(х, у) не является, собственно говоря, интегралом 
уравнения (1), если только не принять обобщенное определение для производной 


932 
дл ду (1, 5 22). 


Рассмотрим теперь дугу кривой АВ (черт. 80а), которую прямая, 
параллельная каждой из осей, пересекает только в одной точке. За- 


Черт. 80а. Черт. 80Ъ. 


дача Коши может быть поставлена так: определить интеграл уравне- 
92 92 

ния (1), зная значения частных производных 3 во всех точках 

‚у ` 

дуги АВ, и значение самого интеграла в некоторой точке этой дуги. 

В силу допущений, сделанных относительно дуги АВ, можно пред- 


92 92 
полагать, что обе частные производные 9 у вдоль АВ являются со- 
у 


32 32 
ответственно данными функциями отл и от у, д5=" (9, у 0). 


Предположим еще, для определенности, что известно значение 2, 
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интеграла в точке ДА с координатами (хо, У). Тогда значение этого ин- 
теграла в произвольной точке дуги АВ с координатами (х, у) дается 
формулой: 


ак, у) + (п (у. (4) 
% У» 


Итак, можно сказать, что предполагаются известными значения ин- 
92 02 

тсграла и двух его частных производных ‚_и у в любой точке дуги 
АВ, причем эти три функции связаны соотношением (4). Интеграл, 
удовлетворяющий этим условиям, определен во всем прямоугольнике 
АВСР, включая стороны. В самом деле, пусть М — произвольная точка 
этого прямоугольника (черт. 80а). Прямые, параллельные осям, прове- 
денные через /М, встречают дугу АВ соответственно в точках © и Р, 
и всякий интеграл уравнения (1) удовлетворяет соотношению: 


32 (5, 1) 
й им ал == | | (6, м) Ч ат; (5) 
злесь оба двойных интеграла распространены на площадь криволиней- 
ного треугольника РМО. Прилагая к двойному интегралу в левой части 
‘92 

формулу Грина, можно заменить его криволинейным ннтегралом ат, 
й 

взятым вдоль контура в прямом направлении, интегралом, который, 


92 
очевидно, равен  2м — 2р + ул 9 для краткости мы обозначаем 


ОР 
через 2м значение 2(х, у) в точке М с координатами (х, у). Для 


92 
искомого интеграла мы должны иметь ум == (9) влоль АВ. Следова- 
[ 


тельно, этот интеграл выразится так: 


2м — 2р— | хат \\ Л(Е, 1) 45 ат; 


ОР РМО 


принимая во внимание соотношение (4), это равенство можно перепи: 
сать так: 


Реут па) а1 +- \\ 1(&, 1) аЁ ат. (6) 


%о » РМО 


Мы убеждаемся, что эта функция 2(х, У) является интегралом уравне- 
ния (1), удовлетворяющим условиям Коши, замечая, что двойной ин- 
теграл в правой части есть частный интеграл уравнения (1), обращаю- 
щийся в нуль вместе со своими частными производными первого порядка 
в любой точке дуги АВ (1, $ 122, стр. 311). 
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Формулу (6) можно еще переписать в следующих эквивалентных видах: 


ги = 2ь-+ (аа -- (| 7, дат, (6) 
РО РМО 

гм=2о+ \ т - (76а; (6”) 
ОР РМО 


сюда входят только значения интеграла и одной из его производных 
вдоль дуги АВ. Можно без труда удостовериться, что эти формулы прилага- 
ются также и в том случае, когда дуга АВ расположена так, как ука- 
зано на черт. 805; только придется переменить знак двойного ин- 
теграла. 

Интеграл (6) будет правильным во всем прямоугольнике, если только функ- 
ции *(х) и у(у) пепрерывны в этой области. Если эти функции имеют конечное 
92 92 
число точек разрыва, производные эх И зу будут разрывны вдоль некоторых отрез- 
ков характеристнк. Точно так же, если задать значение интеграла 2 =Фи частную 


92 
ароизводную эх =" (®) в каждой точке дуги АВ, то, для того чтобы функция 
2 (х, У), представляемая формулой (6), была правильной, необходимо, чтобы раз- 
х 


ность Ф — [240 была функцией от у, допускающей вдоль дуги АВ непре- 
х 

рывную производную. 

Формулы, разрешающие задачу, дают место нескольким важным за- 
мечаниям. 

1. Из этих формул с очевидностью явствует, что значение интеграла 
в точке /М зависит только от значений, которые принимает функция 
и ее производные первого порядка вдоль дуги РО, и, следовательно, 
значение функции 2(х, У) в точке, бесконечно близкой дуге АВ, за- 
висит только от значений 2 и ее производных на части дуги АВ, бес- 
конечно близкой к точке М. Эти формулы (6), (6'), (6") дают значение 
2 только внутри прямоугольника АВСО, но и сами данные Коши вдоль 
дуги АВ определяют интеграл только в этой области. В самом деле, 
существует бесчисленное множество интегралов уравнения (1), правиль- 
ных в некоторой области ®, содержащей прямоугольник АВСР и со- 
впадающих с предыдущим интегралом в этой области. Чтобы уяснить 
это важное обстоятельство, продолжим дугу АВ в двух направлениях 
так, чтобы получить дугу А'В', удовлетворяющую тем же условиям, что 
и дуга АВ, и зададим вдоль А'В' две непрерывные функции соответ- 
ственно от хи от у, совпадающие с п(х) и У(у) в части АВ. Иите- 
грал уравнения (1), который принимает значение 2, в точке А и 

92 


2 92 
частные производные которого и ду равны этим функциям вдоль 
х 


А'В', является правильным в новом прямоугольнике А’В'С'О! и совпа- 
дает с интегралом (6) внутри и на сторонах прямоугольника АВСО. Если 
первый интеграл допускает непрерывные частные производные до п-го 
порядка, то новые данные можно всегда выбрать так, чтобы сохранить 
непрерывность этих производных при выходе из прямоугольника АВСО. 
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2. Рассмотрим в частности уравнение 5=0 и интеграл & (х, у) 
этого уравнения, который вдоль дуги АВ принимает значения непре- 
рывной функции Ф от параметра, определяющего положение точки иа 

92 
этой дуге, в то время как 5х Вдоль АВ равна некоторой непрерывной 
х 
функции П(х). Этот интеграл представляется формулой (6”), если по- 
ложить /=0 и заменить п (&) через П (&). Предположим, что вдоль АВ 
обе функции Ф и П(х) могут быть разложены в ряды 


Ф=и фе -... 5... 
Под = т, (т, (®)-...-Е м9... 


причем второй ряд равномерно сходится. Формула, дающая 7/(х, у), 
может тогда быть переписана так: 


2(х, у) = У. [до | ви] = Уа У), (7) 


#=1 #=1 

где 2,(х, у) есть интеграл, обращающийся вдоль АВ в $, тогда как 
2; 
)» Равняется п,(х). Это примечание распространяется также на те за- 
дачи, которыми мы займемся в следующих параграфах. 

3. Первая из разобранных нами задач может быть рассматриваема 
как предельный случай задачи Коши. В самом деле, если задать функ- 
цию ф(х), в которую при у==у обратится интеграл 2(х, у), то этим 


32 
самым мы уже знаем производную зх-=9 (*) вдоль этой характери- 
" х 


92 
СТикКи. Производная уу зависит еще от одного произвольного постоян- 
У 
ного, но если, кроме того, известна функция Ф (у), в которую при х=х, 
92 
обращается 2(х, У), то ЗУ уже известна при Х==>, У=У, и сле- 


довательно, значение ее определено во всех точках характеристики 
у==у, ($ 474). Мы перейдем к рассмотрению других задач, в которых 
задается значение интеграла на некоторых дугах кривых, не являю- 
щихся характеристиками, а на других частях кривых задаются данные 
Коши 

490. Смешанные задачи. Пусть ОАВС — прямоугольник, ограничен- 
ный прямыми х—0, х=а>0, у==0, у=6`>0, и ОД дуга кривой, 
выходящая из начала координат и расположенная в этом прямоуголь- 
нике, причем прямая, параллельная оси Ох, проведенная через произ- 
вольную точку М этого прямоугольника, пересекает ОД вединственной 
точке №. Эта дуга ОД имеет уравнение х==п(у), причем функция п (у) 
непрерывна в интервале (0, 2). Поставим себе целью найти интеграл 
2(х, у) уравнения (1), обращающийся при у=О в некоторую функцию 
Ф (х) и в некоторую другую функцию Ф(у), когда точка М попадает 
на дугу ОО, причем обе функции ох и Ф удовлетворяют условию 
$ (0) —=Ф (0). Если обе функции $ (х) и $0) определены соответственно 
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в промежутках (0, а} и (0, 8), то искомый интеграл определен в прямо- 
угольнике ОДСВ, В самом деле, для любого интеграла уравнения (1} 
мы имеем: 


| ан ив 
а 1 = ] 7, п) 45 ат, (8) 
к Ю 


где оба двойных интеграла распространены на площадь прямоугольника 
ММРО. Но двойной интеграл в левой части равен 2м-|- 20 — 2—2». 
а 2), 20, 2р известны в силу условий, которым удовлетворяет рассма- 
триваемый интеграл 2(х, у). Итак, для значения этого интеграла в точ- 
ке М с координатами (х, у} мы имеем следующее выражение: 


2(х, у) (хо — РО -Е (7, п); (9) 


у: 


легко видеть, что когда точка М расположена между дугой ОД и осью 
Оу, звак двойного интеграла следует переменить. Обратно, функция. 
2(х, У), представляемая этой форму- 

лой, удовлетворяет всем поставленным м 
условиям. С одной стороны, оче- 8 
видно, что когда точка М приходит 
на ОА, эта функция обращается 
в 9(х), а когда М приходит на 
дугу Ор — в Ф(у). С другой сторо- 
ны, это интеграл уравнения (1), так 
как двойной интеграл в правой части 
представляет разность двух двойных 
интегралов, из которых один распро- 
страняется на прямоугольник ОРЛ, Черт. 81. 

а другой на прямоугольник ООМ5, 

и этот последний интеграл зависит только от у. Этот интеграл 2 (х, у) 
правилен в прямоугольнике ОАСВ, если только функции ф, ф, п имеют 
в соответствующих интервалах непрерывные производные. Отметим, что 
в начале координат частные производные ру и 4, удовлетворяют соот- 
вошению: 


Чо Рот! (0) =$' (0), (10) 


какова бы ни была функция ф (х). 

Предположим теперь,‘ что известны значения интеграла и его про- 
изводных вдоль дуги ОА, расположенной под осью Ох, и значение 
только самого интеграла вдоль дуги ОЁ, расположенной над осью Ох 
(черт. 82). 

Прямая, параллельная каждой из осей в прямоугольнике ОРАЛ, 
пересекает дугу ОА только в одной точке, в то время как дуга ОЕ 
пересекается в одной и только в одной точке всякой прямой, параллель- 
ной оси Ох в прямоугольнике ОНВС. На дуге ОА мы имеем данные 
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Коши, и следовательно, интеграл определен во всем прямоуголь- 
нике ОДАН, в частности на ОН. Зная значения интеграла на ОН и 
на ОЕ, мы приходим к предыдущей задаче, предполагая, конечно, 
что заданные для ингеграла значения стремятся в точке О к одному и 
тому же пределу по обеим дугам ОА и ОЕ. Но здесь уместно сде- 
лать следующее существенное замечание. Обозначим через 2; (х, у) 
интеграл, определенный в прямоугольнике ОРАН данными Коши вдоль 
ОА, а через 2, (х, у) интеграл, определенный в прямоугольнике ОНВС, 
совпадающий с 2: (х, у} вдоль ОН и об- 
ращающийся вдоль дуги ОЁ, уравнение 
которой х=п(у), в некоторую известную 
функцию 2==%(у). Оба эти интеграла 
равны во всех точках отрезка ОН, а следо- 
вательно, это же имеет место для их произ- 
424 92. 
водных —, =; но ничто не доказы- 
9х’ эх 
вает, что это будет справедливо для про- 
921 92 
изводных 1, 4, 
у ду 
данных этого, вообще говоря, и не будет. 
Чтобы это имело место, достаточно, что- 
бы эти производные были равны в начале 
координат (конец $ 473). Обозначим через 


(1), (91) (65° (495). 


значения производных от 2, и 25 в начале 
координат; (р,), и (4), известны в силу условий Коши, относящихся 
к дуге ОД. Кроме того, имеем (р. ==(Р1)5; для того чтобы было еще 
{92}. == (9:1), необходимо и достаточно, в силу только что сделанного 
замечания, чтобы выполнялось условие 


(41) -- (р1)от' (0) == $! (0). 


Когда это условие выполнено, интеграл, совпадающий с 2, (х, у) 
в прямоугольнике ОДАН и с 2, (х, у) в прямоугольнике ОНВС, является 
правильным во всем прямоугольнике АВСРО. Его значение в точке прямо- 
угольника ОДАН дается формулой (6). Можно непосредственно получить 
его значение в точке прямоугольника ОНВС, исходя из соотношения 


92 ё, » ® ^ 
| и Чат [ле ааа, 


где оба двойных интеграла распространены на криволинейный четырехуголь- 
ник ММОР, прилагая к левой части формулу Грина. Таким образом находим: 


авы го \ д -- \ Убуа, = а 


РО ММОР 


и при произвольных 


Черт. 82. 


преяполагая, что вдоль ОА производная о обращается в У(У). Когда 
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точка М находится между дугой ОБ и ОС, у двойного интеграла в пра- 
вой части надо изменить знак. 

Можно представить себе много других комбинаций для определения 
интеграла, напрнмер предположить, что известны данные Коши вдоль 
дуги АВ и значения интеграла вдоль двух дуг АС и ВО, выходящих 
из точек А и В. Задача о колебании струны ($ 493) представит нам 
пример такого рода. 


491. Определение интеграла по его значениям вдоль двух кривых. 
Последняя из разобранных задач не была бы определенной, если задать только 
значения интеграла вдоль двух дуг ОА и ОЁ, потому что можно еще произвольно 
выбрать функцию, в которую обращается одна из частных производных от 2 
вдоль ОА. Но когда обе дуги расположены в одном и том же углу, составленном 
из характеристик, этого уже не будет. Рассмотрим в прямоугольнике ОЛВС две 
дуги кривых ОР и ОЕ, выходящие из начала координат, причем нижняя дуга ОР 
пересекается только в одной точке прямою, параллельною Оу, а дуга ОЁ пере- 
секается в одной лишь точке прямою, параллельною Ох. Пусть будут у==я(х), 
х= у() уравнения этих двух дуг кривых, которые для большего удобства чер- 
тежа представлены отрезками прямых (черт. 83). Существует единственный ин- 
теграл уравнения (1), обращающийся вдоль ОД в некоторую заданную функцию 
$ (х), а вдоль ОЁ в другую заданную функцию $ (у). Мы можем, очевидно, пред- 
положить, что эти функции равны нулю в начале координат. 

Разберем сначала случай, когда х (х) и $ (у) тождественно равны нулю. 

Начиная с произвольной точки М прямоугольника ОЛВС чертим две лома- 
ных линии. Одна из них С, начерченная сплошной чертой, получается, если про- 
вести через М прямую Мии, параллельную Оу, до ее пересечения в точке т, 
с ОР, затем прямую миарь параллельную Ох, прямую рите, параллельную Оу, и 
так далее поочередно. Вторая ломаная линия [’, обозначенная пунктиром, полу- 
чается подобным же по- ` 
строением, начиная с пря- 
мой Ми, параллельной 
Ох. Ясно, что обе эти 
ломаные имеют бесконеч- 
ное число сторон и все 
более и более приближа- 
ются к началу коорди- 
нат. 

Пусть теперь / и 


Г — двойиые интегралы 
г 


\ 6 т) 4: ат, распро- 
страненные соответствен- 
но на части плоскости, 
заключенные с одной сто- 
роны, между Ох, линией 
[. и ординатой МР; с дру- 
гой стороны, между Оу, 
линией /' и прямой МО. 
Ясно, что эти интегралы Черт. 83. 

зависят соответственно 

только от х и от у и что обе ломаные [ и Г’ сливаются, когда точка М по- 
падает На одну из лииий ОР, ОЕ. Функция 


2 ья= | (т) а —1-Г 
00 


922 а 
является, следовательно, интегралом уравнения эхэу = (х, У, который обра- 
мается в нуль, когда точка М попадает на ОД или на ОР. 
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Для разбора того случая, когда функции $ (х) и $ (5) произвольны, обозна- 
ху 
чим через Р (х,.у) двойной интеграл ( (© т) 4: ал, который представляет собою. 
09 


о 
в прямоугольнике ОАВС правильную фуикцию. Если 7 (х, у) — другой правильный 
интеграл уравнения (1), то имеем: = Е) 
вая последовательно все прямоугольники Ми; Мат, М. р Мод, М.пзМзть,... можем 
иаписать ряд равенств (1, $ 122): 


Ям м, — бт, —— Ри= Ем - Ем, — Ви — Ри | 


—0, и вследствие этого, рассматри- 


Рм. + м, — Ян — Ри= Ем, - Рм, — Рра — Ещь (12) 


Рм, + Рм, — т — Яь== Ем, + Ем, — Ри — Ри 


в 


В этой последовательности равенств все известно, кроме величин Ёу,, 
м»... Для исключения этих неизвестных достаточно сложить предыдущие 
равенства, предварительно умножив их поочередно на -1 и —1. Мы получаем 
таким образом выражение для Хм посредством ряда, и можно показать, что, 
обратно, этот ряд сходится и представляет функцию, удовлетворяющую условиям 
задачи, правильную в прямоугольнике ОАВС *. 

Примечание. Пересечем обе дуги ОР и ОЕ дугой НК (черт. 83). Если 
мы знаем даниые Коши вдоль КИ и значения интеграла вдоль НО и КЕ, то 
интеграл будет одиозначио определен в области, которую легко определить. При 
данном чертеже значение интеграла в точке М получится, если к трем равеи- 
ствам (12) прибавить формулу, полученную применением теоремы Грина к двой- 


ному интегралу 
82(2—2) „ 
—— 4 ам, 
Ры 


распространенному на площадь криволинейного пятиугольника Мзрэгз4е, и исклю- 
чить неизвестные Ям, м, и м, 

492. Прямолинейное движение газа. Рассмотрим цилиндрическую трубку, 
закрытую на одном конце О и бесконечвую в другом направлении. Если при 
помощи стенки или подвижного поршня сообщить слою, иаходящемуся в О, не- 
которое движение, то столб воздуха, содержащийся в цилиндре, претерпевает 
известные изменения, изучаемые в акустике. Пусть ММ есть слой газа, иаходя- 
щийся от О на расстоянии х, 2 — его смещение в момент времени & 2 есть 
функция от Хх и оть, и физические соображения показывают, что 2 удовлетво- 
ряет уравнению в частных производных 

922 922 
— =а?-“, (13) 

др 92 
где а иекоторое постояииое. Беря за новые перемеввые &=х- 2 п==х— а, 
о 
ег 
ре х =(, предполагая, однако, что частные 
производные второго порядка от 2 непрерывны (1, $ 63). Следовательно, в плос- 
кости х{ характеристики представляются двумя семействами прямых х - а#— С. 

Искомый интеграл должен удовлетворять следующим условиям: 1. В началь- 
ный момент Е —0 стенка и столб воздуха находятся в покое, т. е. при #=0, 


приводим это уравнение к виду: 


92 . 
х-0 мы имеем: 2=0, ——=0; это — данные Коши вдоль положительной части 


% 


оси Ох. 2. Начальному слою сообщается движение, закон которого известен, 
т. е. при х==0, #20 функция 2 должна быть равна некоторой функции }(®), 


* Е. Социтзаф Аплойе$ 4е {а Еасийв 4ез З@епсез 4е Тощоизе, 2-те звийе, 
$. УЬ 1904, р. 117. 
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которая при Ё==0 обращается в нуль вместе со своей производной. Таким обра- 
зом подлежащая разрешению задача является смешанной задачей, и решение 
ее легко получается на основании общеи теории $ 490. Проведем через начало 


2 
координат лве характеристики х —= -= ай (черт. 84). Так как 2 и % равны нулю 


вдоль Ох, то 2 равно также нулю во всем угле между характеристиками УДе7М 
[4 


и, в частности, вдоль ОЁ. Для того 
чтобы иметь значение д в точке М (х, 8, ( 
расположениой над ОЁ, проведем пря- 
мую Мт, параллельную ОГ, и ММ, 
тп, параллельные второй характери- 
стике. В силу вышеизложенных ре- 
зультатов мы должны иметь: 


2м + 21=7м- 2, 
и следовательно, м = и. Но орди- 


х 
ната точки т равна —-, а потому 


х ) Черт. 84. 


Ри (1—% 


В конечном счете искомый иитеграл имеет следующее выражение: 


#=0 (при =>), #—=] (+->) (при =>). 


Мы видим, ЧТО слой, находящийся от начального слоя на расстоянии х, 
х 
остается в покое до тех пор, пока = п итак, постоянное а представляет ско- 


рость распространения волны. Если по истечении промежутка времени Т пере- 
стать действовать на начальный слой, функция }(Р) остается постоянной при 


-. р В х 

#— Г. Слой с абсциссой х, начинающий двигаться в момент -х» Начиная с мо- 
х 

мента ^_ -- Т возвращается в состояние покоя. Так как интеграл зависит только 


х 
от [> ‚ то мы видим, что волна распространяется вся целиком, без внутрен- 


них изменений. 
Подобную волну называют правильной *. 


* В действительности уравнение (13) применимо лишь к малым движениям 
газов. Точное уравнение таково: 
1-—т 
922 , 922 32 1 -о— 
— о — 1 —- 2. г 
9 92 9х |: 
здесь Ё и т два постоянных, из которых. второе т больше единицы. От уравне- 
ния (13’) переходим к упрощенному уравнению в тексте, прелполагая, что изме- 
нения Ф'’(р) во время лвижения бесконечно малы, и заменяя ф'(р) через постоян- 
ное а. Но можно также разрешить предложенную задачу для уравнения (13’), 
т. е. найти интеграл 2(х, #) этого уравнения, непрерывный вместе со своими 


производными первого порядка =, = у при х-=0, #0, обращающийся 
х 
в нуль при #=0, каково бы ни было х, и равный при х==0 некоторой функ- 
ции } (0, обращающейся при Ё==0 в нуль вместе с } (8. В силу физического 
смысла этой задачи точка положительной части оси Ох остается в покое до 
известкого момента # = (х), причем $ (х) — положительная и возрастающая функ- 
ция, т. е. имеется распространение посредством волн. Таким образом поверх- 
ность, прелставляющая искомый интеграл, совпадает с плоскостью 2==0 в обла- 
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Рассмотрим теперь цилиндр, бесконечный в обоих направлениях. Мы будем 
предполагать, что начальное смещение было произведено в некоторой ограничен- 
иой части трубы. Аналитически это предположение сводится к тому, что при 


9. 
{=Охи > должны обращаться в данные функции Х(х) и $ (х), которые равны 


нулю вне некоторого иптервала (0, 7). Мы имеем здесь самую задачу Коши, 
так как данные расположены на всей оси Ох, а потому без всякого вычисления 
мы можем предусмотреть природу решения. Проведем характеристики через на- 
чало координат и через точку А с абсциссой / на оси Ох. Эти прямые разде- 
ляют плоскость на некоторое число областей (черт. 85). Пусть МР и МО — две 
характеристики, проходящие через точку М. Мы видели, что значение интеграла 
в точке М выражается интегралом, взятым вдоль РО, который зависит только от 


сти, заключенной между осью Ох и кривой Е— (х). Выше этой кривой С иско- 
мое решение представляется поверхностью, касающейся плоскости ху вдоль С, 
и мы приходим к задаче Гюгонио (конец $ 476). 

Выше мы видели, что эта интегральная поверхность $ есть развертываю- 
щаяся поверхность, касающаяся плоскости ху по кривой С, которая является 
характеристикой для решения 2 = 0. В данном случае характеристики, расположеи- 


х 
ные на плоскости лу, образуют две системы прямых ро) Так как кри- 


вая С должна проходить через начало координат и быть расположенной в угле 
хОЬ если начальный слой начинает колебаться в момепит #==0, то эта кривая С 
необходимо совпадает с прямой О, х=' (0), и мы видим, что волна распро- 
страняется с постоянной скоростью $’ (0). 

Чтобы закончить определение поверхности $, заметим, что она должна удов- 
летворять одному из двух уравнений $ (р) = 4==%(0), так как диференциальные 
уравнения обеих систем характеристик уравнения (13’) допускают две интегри- 


руемые комбинации: 
а[@-+$(р)]=0, а[(9—$(р)]=0. 


Первая относится к характеристикам той системы, к которой не принадлежит 
прямая 2, и следовательно, перед 4 мы должны брать зпак +. Это уравнение 
первого порядка пишется еще так: 


(1 На (е) 
9х [4 у 


и мы приходим к изысканию интеграла этого уравнения первого порядка, прохо- 
дящего через плоскую кривую Г плоскости 26, уравиение которой есть 2 =} 8). 
Уравнение же (е) допускает полный интеграл, состоящий из плоскостей 
(П, $ 444), , 


— [(1 + 24-м — ]х + а + в, 


а искомый интеграл является огибающей этих плоскостей, когда между аи В 
установлено такое соотношение, что плоскость содержит касательную к кривой Г 
(П, $ 446). Уравнение плоскости Р, проходящей через касательную к кривой Г 
в точке с координатами [0, ^, }()], будет, как легко видеть, таково: 

2 


=} 0-ГО ЕАО" —1х 


Таким образом между прямой О и осью 0 искомая функция 2(х, В пред- 
ставлена развертывающейся поверхностью, огибаюшей семейства плоскостей Р, 
зависящего от переменного параметра 3. 

Если часть ребра возврата этой поверхности проектируется в угол хОЬ вто- 
рые производные г, $ и Ё в этих точках обрашаются в бесконечность. Этот раз- 
рыв соответствует явлению Римана-Гюгонио. (Для полного изучения прямоли- 
нейного движения газа см. Надатата, Тесопз зиг 1а ргораганоп 4ез оп4ез, 
спар. 1\.) 
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данных }(х) и %(х). Так как эти функции ‘вправо от А и влево от О равны 
нулю, то искомый интеграл равен нулю в областях (ри (1)'; в области (1) он 
равняется некоторому постоянному К, а в области (П)’ тому же постоянному 
с обратным знаком, — К. В одной из областей, отмеченных только горизонтальной. 
штриховкой, он сохраняет постоянную величину, когда /М перемещается парал- 
лельно характеристике ОВ; следова- 
тельно, интеграл есть функция разности 
х — аЁ. Точно так же в одной из обла- 
стей, отмеченных только вертикальной 
штриховкой, он является функцией от 
х- аЁ. Наконец, в параллелогр ме ОСАВ 
он зависит и от ха и от х— № 
одновременно. 

Эти выводы легко проверить вычи- 
слением. Общий интеграл уравнения (13) 
дается выражением 2—Р(х рай 
-Ф(х — ай, причем функции Ри Ф 
определены с точностью до постоянного. 
Эти функции должны удовлетворять та- 
ким начальным условиям: 


Е + Фа) =У(), 


, 1 
Р' (х) — Фа) =: 9 (=). Черт. 85. 
Можно предполагать, что Р (0) = Ф (0), и, следовательно, положить 
х 
1Г 
Ро Фо | зах = 
о 


искомый интеграл выражается так [$ 485, формула (22)]; 
= Иа + (жа) + ЗИ — 0 — (2—0). (14) 


Напомним, что }(х) равна нулю вне интервала (0, /), что $Ф(х) равна нулю 
при х=0 и сохраняет постоянную величину Н при х=1 Прилагая последова- 
тельно к каждой из областей плоскости формулу (14), мы легко приходим снова 
к предылущим значениям. Дадим, например, х постоянное значение х, > 2. Когда 


ых А то (Наб и /(х, — ай) равны нулю, $(х, + 28 
и $(х, — аё) имеют одну и ту же постоянную величину Ё. Следовательно, 2 ==0. 
—/ 

1 4 


Когда Ё изменяется от е а № ый то У + а) =0, $ (м: + а) =Н, из выра- 
а 


# изменяется от 0 до 


жается величиной 


И 00 — фи — 26] 


Наконец, } (4: | 28, }(х. — а) и фо — а) равны нулю при 7! и 2=4. 


р . х—[ . 
Волна достигает слоя с абсциссой д. в момент времени ы ‚И ЭТОТ СЛОИ воЗ- 


х 
вращается в состояние покоя в момент времени > с постоянным перемеще- 


нием . Точно так же можно усмотреть, что существует правильная волна, рас- 


Н 
2 
пространяющаяся налево. В конечном счете все происходит так, как если бы 
начальное возмущение происходило от наложения двух правильных волн, которые 


разделяются и распространяюгся со скоростью @ одна направо, другая налево 
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Можно также получить снова формулу (22) (гл. ХХУ), делая замену перемен- 
ных: х + 2#=& х— ай ==1, и прилагая к преобразованному уравнению общую 
‘формулу (6) (см. Упражнеиие 2). 

493. Колеблющаяся струна. Упругая струна ОА длины { закреплена в двух 
своих концах. Если отклонить струну от‘ее положеиия равновесия, то смещение 
2 точки с абсциссой х в момент времени Ь перпендикулярное струне, есть функ- 
ция переменных хи & также удовлетворяющая уравнению (13). Эта неизвестная 
‚функция 2 должна удовлетворять еще другим условиям: 1. Начальным условиям, 

выражающим, что в начальный момент #==0 для 


92 
каждого значения х известны 2 "т, пусть 2==Х(х) 
# 


и :. —$(х), причем эти функции равны нулю при 
х=0 и х=/ 2. Граничным условиям, выражаю- 
щим, что концы струны закреплены, т. е. что 2 равно 
нулю при х=0и х=4 каково бы ни было & Мы 
опять имеем дело со смешанной задачей. Проведем 
через точку А иа Ох с абсциссой / характеристику 
х- 21= и прямую АЙ, параллельную ОБ а через 
начало координат характеристику х— а1=0 (черт. 86). 
На ОА мы имеем данные Коши, а на прямых ОЁи 
АР 2 должно быть равно нулю. 

Данные Коши определяют интеграл в треуголь- 
нике ОАВ. Значения интеграла вдоль ОО, и ОВ 
известны и определяют его в треугольнике ОВО;; 

Черт. 85. точно так же в треугольнике АВА, интеграл опреде- 

ляется его значениями вдоль АВ и АЛ, *. Значения 

же интеграла вдоль ВО, и ВА, определяют его в параллелограме О,ВА,В\; 

продолжая это рассуждение, мы шаг за шагом убеждаемся, что он определен 

во всей области, заключенной между параллельными прямыми О и АЁ над 
осью Ох. 

Пусть 2=Р(х + а | Ф(х— а есть искомый интеграл. В силу начальных 
условий мы должны иметь: 


РФ =, Р-Я = и. 
Отсюда, как и выше, выводим: 
ко=19 4, Фр, 


полагая 


х 
фед [вод 
й] 


Эти формулы определяют обе функпии Е (и), Ф (и) только для значений и, заклю- 
чающихся между 0 и {. Для того чтобы решение имело смысл, необходимо, 
чтобы Р(и) была определена для всех положительных значений аргумента, а 
Ф (1) для всех отрицательных значений. Граничные условия дают следующие со- 
отношения: 


Е(а+Ф(— а) =0, Еа--а) + ФИ— а) =0, 


* Эти интегралы непрерывно вместе с первыми производными переходят друг 
2 2 

в друга вдоль АВ и ОВ, так как из данных следует, что 5; ие, равны ну- 
х # 


лю в точках Ои А ($ 490). 


5 493 1. ИЗУЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 113 


каково бы ни было & заменяя аё через и, это можно переписать так: 
Е +Ф(—- ш=0, РОШ Ф(—ш=0, и>0. 


Из первого соотношения получаем Ф(— и) = Р(и), что показывает, что 
если функция Р(и) известна для положительных значений и, то функция Ф (и) 
будет определена для всех отрицательных значений и. Когда и изменяется от 0 
до [ /[— и убывает от / до 0, и Ф(/— и) известна; поэтому Р(1-Р и) тоже изве- 
стна, а следовательно, (и) определена от 0 до 21. С другой стороны, заменяя 
во втором из предыдущих соотношений и через и*]-2, получаем: 


Е Ф (Ш =0, 
и следовательно 
БО- = Р(и. 


Функция Р(и) допускает период 2/ и определена таким образом для любого 
положительного значения и, а следовательно, это же имеет место для Ф (и) при 
и< 0. 

Способ Бернулли. Будем искать сначала частные интегралы уравнения ' (13) 
вида (/(х) У), причем функция ((х) равна нулю при х==0, х==1. Мы должны 


иметь: 

ГТУ 

Им У’ 
и следовательно общее значение этих отношений должно равняться некоторому 
постоянному К. Для того чтобы уравнение (/” (х) =КИ(х) допускало частный 
интеграл, обращающийся в нуль при х=0и при х=А К должно быть вида 


2 
— р ‚ Где п целое число; таким образом мы получаем бесчисленное множество 


интегралов уравнения (13) желаемого вида: 


ал -- С'’5ш к ‚ 


‚ ЛЕХ 
2 — п 7 ( С со$ 
р 21 
каждый из которых определяет колебательное движение периода Ру При Е#—= 


‚ ПТХ 92 
этот интеграл обращается в Сэт —^, между тем как м равняется 
{ 


Предположим теперь, что обе функции /(х) и $ (<) в интервале (0, 1) раз- 
лагаются в ряды по синусам (1, & 204) 


— о + со пт 
к“ . ПХ . < 
(<) =, Азт —Г, ? (х) = х. Визт =. (15) 
=1 = 
Очевидно, Что ряд 
+ © + оо 
‚ ПяХ апы 1. пях . ай 
2= У Ат —р 6—7. +. У В» ей р М) (16) 
=1 =1 


формально удовлетворяет уравнению (13) и при #=0 обращается в Х(х`, тогда 
как ряд, получаемый почленным диференцированием по Ь обращается в $ (^). 
Это и есть решение Бернулли. Конечно, оно не является вполне строгим, но его 
можно оправдать, сделав несколько предположений весьма общего характера. 
В самом деле, внутри треугольника ОАВ мы можем представить искомое реше- 
ние формулой (22) гл. ХХМ, $ 485). Отсюда следует, что если ряд для $(х) 


8 ©, Гурва, т. Ш. ч. 1 
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равномерно сходится, искомое решеиие в этом треугольнике представляется сум- 
мой ряда У2„ членами которого являются интегралы, соответствующие началь- 
мым условиям: у 
‚ птх 92 ‚ илх . 
21= Аизш —^, —П=Визш — (при #=0)} 
{ 9: 1 


следовательно, оно представляется рядом (16) Бернулли. 

Из самого способа, которым значения интеграла в произвольной точке выво- 
дятся из значений, которые ои принимает в треугольнике ОАЛВ, с очевидностью 
вытекает, что формула имеет смысл во всей области. Но в силу общего предло- 
жения относительно рядов Фурье, ряды (15) равномерно сходятся, если функции 
#5) и ® (@&), удовлетворяющие условиям Дирихле, будут непрерывны * ($ 489, 
Примечание П). 


П. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ. СПОСОБ РИМАНА. 


494. Определение ннтеграла по его значениям на двух характери- 
стиках. Мы займемся теперь опять для линейного уравнения общего вида 
гиперболического типа 

922 
9х ду 


Ру 92 . 
ЕЕ нее Убь > (17) 


задачами, уже разрешенными для элементарного уравнения $==/(х, у); 
функции а(х, у), 6(х, у), с(х, У) предполагаются непрерывными. По- 
ставим себе сначала целью найти интеграл, который при у==у, гбра- 
щается в заданную функцию %(х), а при х==жх, в другую функцию 
Ф(у), удовлетворяющую условию Ф (у) (хо). Очевидно, можно 
предполагать хо —= у, ==0. Кроме того, для определенности будем счи- 
тать, что $ (х) определена в интервале (0, @), а $ (у) в интервале (0, В), 
причем а и В— дза положительных числа, и постараемся определить 
интеграл в прямоугольнике А, ограниченном прямыми х==0, х==а, 
у=0, у=В. Способ, которому мы будем следовать, принадлежит 
Пикару **. Перепишем уравнение (17) в несколько более о шем виде: 


922 
9х ду 


= [у ве Небе 2 7..8) 


причем \ есть некоторый параметр, который потом в конечном резуль- 
тате положим равным единице, и будем сначала искать целый ряд отно- 
сительно »: 


2—2, (х, у) Аа, (х, У) №2, (ху... Мах, У)--..., (19) 


формально удовлетворяющий уравнению (18} и начальным условиям. 
При \==0 уравнение (18) приводится к уже изученному уравнению 
5—/(х, У), а следовательно, за первый член ряда (19) мы возьмем 
функцию 


хо 
до (х, = 9) --Ф()— + 0) ) 4 \ Е, т), ат, 


* См. например, Пикар, Тгай6 4’АпаТузе (&. 1, 2-е 6 Шоп, р. 256). 
** Лонтпа! 4е Майвтайдие$ (1890). РагЬоих, Гесопз зиг 1а Иавоне 4ез 
зи асез, [ примечание ТУ тома. 
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которая при у=0 обращается в $(х), а при х==0 в Ф (у). Осталь- 
ные коэфициенты 2., 2., ... все должны обращаться в нуль при х —=0. 
каково бы ни было у, и при у==0, каково бы ни было х. Приравни 
вая после подстановки коэфициенты при » в обемх частях уравне- 


ния (18), получаем 
х 


У 
2) („= | [46 по + Ь (Е, п) + с(Е, 1), | ат, 
ыы 1 


и вообще 2,(х, у) связана с 2,_.(х, У) рекуррентной формулой 
х . 


/» Де 


ку & | [обл ЕТО, а тут, |ь 00 


0 о 


Полученный этим способом результат не отличается от того, какой 
мы получили бы, прилагая метод последовательных приближений, если 
взять за первое приближенное значение 2, (х, у). Второе приближенное 
значение было бы, очевидно, 2) --)2., третье 2 -- №2, | ?2„, и вообще 
п-е приближенное значение выражалось бы как раз суммой ля первых 
членов ряда Мы Всли функции $(х) и (у) непрерывны в интерва- 
лах (0, а) и (0, 3) и имеют непрерывную производную. то все функции 

2. (>, У) т правильными в прямоугольнике КЮ. 

Пля доказательства сходимости ряда (19) мы воспользуемся сле- 
дующим замечанием: пусть 2 (х, у} — функция, правильная в А, ай (х, у) 


двойной интеграл: 
х у 


Е (х, у) = Га | [46 Е те с, 2 43. 


Если заменить коэфициенты а, 6, с другими положительными коэфи- 
циентами А, В, С, постоянными или переменными, но превосходящими 
абсолютные величины коэфициентов а, 6, с, если заменить также 2 (х, у} 


, в зи ди 
другой функцией и(х, у), такой, что и, 3х у, являются в А преобла- 
92 92 
дающими функциями лля 2, 5х? зу’ то ясно, что Д(х, у) заменится 


некоторой другой функцией ((х, у}, положительной в Ю вместе со 
своимн производными, и что в любой точке этой области будут иметь. 
место неравенства: 


о о м 
Предположим теперь, что в любой точке Ю мы имеем: 
Е. 92 1 ("от \ 
|2 р 1 —^ 
пав, Ч он, | 
ния во 
бе, 


8* 
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причем Л положительное число. Пусть /М верхняя граница абсолютных 
величин коэфициентов а, 6, с в области Ю. В силу предыдущего за- 
мечания мы будем иметь: 


7-1 м я 
эм Е НИ [4х4 


и подавно 
(ину) +1 М (ху) 
| т ВА ВИ 
|21(х, |< Н (1-- 1)! 2м п 2 |. 
= 92 
Точно так же мы видим, что | —й| и |-—^| меньше, чем 
9х ду 
н (3 + +5). | М (ху) 
ам ———— "1 . 
Таким образом неравенства (21) влекут за собой следующие неравенства: 
(ху)! У. \ 
У КЕ рр, 
| (21) 
п 
92 нк, | 
ду п! } 


Злесь К — положительное число, зависящее только от М и от размероз 
прямоугольника Ю. Если [. — верхняя граница величин 


120 |, ый ‚ г 
то имеем сначала: 
12, (х, у)! < ЗМЕХУ, 321 | < зМх, 
и тем более: 
Гербер змЕ Е, |8 озмЕцх-У), я «МЫ. 


Отсюда, вычисляя шаг за шагом, выводим неравенства 


(ху *1 
(11) ' 
и_1 (5 У)" 
МК" =, 


[2 (х, у) | < ЗМЕК®-1 


22, 
9х 
которые показывают, что рял (19) и оба ряда, полученные диференциро- 
ванием, равномерно схолятся в области Ю. Пусть 2(х, у) есть сумма 


ряда (19), прелставляюицая собою в А правильную функцию. Чтобы 
доказать, что это действительно интеграл уравнения (18), достаточно 
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заметить, что по самому способу определения последовательных коэфи- 
циентов 2„(х, у} мы имеем: 
х 


ху 
Зах у) Фо) — 90| 7, аа 
со 


+ «|| [ео -... 005, |, 


где 5.(х, у) есть сумма п первых членов ряла (19). Когда п неогра- 


951 9591.1 | 
ниченно возрастает, $,_., м равномерно стремятся к 2(х, у), 
292 ив пределе по 
— ле получаем: 
дх’ ву?’ у 


2(х, Уфо —90+ | уе п) 4:41 
. (22) 


сари олнь, ремни плеск 


х РА 
д р) ‚ 
[| [46 Е + Ь (&, нс, 1) 2 | 
0 о 


Итак, функция 2(х, У) действительно является интегралом уравне- 
ния (18), и ясно, что она удовлетворяет также и начальным условиям. 

Это единственный правильный в Ю интеграл, удовлетворяющий 
этим условиям. В самом деле, пусть 7(х, у) — некоторый интеграл, 
удовлетворяющий этим условиям. Положим: 


2—5, =0, (х, 5), 
причем $, имеет прежний смысл. Сравнивая написанное выше выраже- 
ние для 5, с формулой’ 
ху 
2(х, у)== 9-50) —9(0)--\ |7, п) ап -- 
СГ 32 м 
7 
+ ` [26 п 5 + 192 ЧЕ, 
о 
получаем: 


ху 
719} [8] 
И, (х, э—1 [4 | [ (Е, 1) Е” (Е, Е о Но, Ы,_, (Е, 2) 
60 | 


Из только что пролеланных нами вычислений слелует, что, когда п ие- 
ограииченно возрастает, (/, (х, у) стремится к нулю, какова бы ни была 
начальная функция (%(х, у), служащая для послеловательиого опреде- 
ления функций 0), 0,,..., 0.,...2. Следовательно, интеграл 2 (х, у} 


является пределом 5,(х, у), т. е. тождественен с 2(х, у). 


Если функции $(х), $(у) или их производные $'(х), $'(у) имеют в интер- 
валах (0, а) и (0,8) конечное число точек разрыва и при этом остаются огра- 
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ииченными, то функции 24, 2»... попрежнему регулярны в области А, и инте- 
грал 7 (х, У) представляемый рядом (19), тоже является правильным во всей об- 
ласти ^, за исключением конечного числа отрезков характеристик ($ 489). 


495. Функция Римана. Только что разобранную задачу можно всегда 
привести к частному случаю, когда обе функции © (х) и Ф(у) тожде- 
ственно равны нулю; стоит только вместо 2 взять за неизвестную функ- 
цию 2—$(х) —Ф( у) |-9(0). Это преобразование изменяет только 
выражение для /(х, у), не влияя на коэфициенты а, 0, с. Первый член 
2,(х, У) ряда (19) равен тогла двойному интегралу 


д У 


‘2х, у) == \ а&\ Л (5, п) 41 
о 
Предположим, вообще, что 2„_, имеет вид; 
о 
ана, У \ 4 ЦЕ, 1) 8, (5, у: В а, (23) 


[6 о 
причем 2„_, (>, у; $, 1) есть непрерывная функция от двух нар перемен- 
ных (х, у), (&, 1), лопускающая непрерывные частные производные по х 
и по у. Мы сейчас покажем, что и 2,(х, у} может быть прелставлена 
в подобном же виле. Для приложения рекуррентной формулы (20) вы- 
42._1 92 


. —П-\ 


% 51 
нить В (23) х, у, $ т через & т, и, 9, мы имеем: 


числим снерва 2„_1(&, 1), 


. По предположению. если ззме- 


и следовательно 


32. _ т 7) __ | |, о) < Е =1 и Чо -- [ле 9) 2 (=, т; &, о) 49, 
р ь 
1 & 


„- у С т | А (и, о аи 49 -- [о 1) Зи_1 (5, 1; и, 1) ди. 
1 - 
[п 


Выражение для 2г„(х, у) будет состоять из трех членов: 
х у 


ги, у) == аи и, 9) Х 
о . 


се — 54 


95 _ > 9 
ж [аа о’ +, оао а, |0 


+ \ + \ 41] а, 1) (5, 5) )5„_ 1 (&, п; &, 9) 42 —- 
0 о 


| 
| 
[ (24) 
. 
) 


х : 
\ 48 \ чт \ 6 (5, пл, пу, 1 (6, зи, а 
у [9 
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Переставим порядок двух первых интеграций в первом тройном инте- 
грале правой части, прилагая формулу Дирихле (1,5 121). Он при- 
мет вид: х 
еб, пу, чу: ©, 1; $ 9), 
8 о 
или, переставляя буквы цих: 
› 


а а а ол, Е, 9; 1, 40 == 

0 о ы 

х У 7 

= еле тра [ Да, з Е, 10; 614]. (25) 
0 г 


Точно так же порой тройной интеграл формулы (24) может быть пере- 


писан в виде: 
х 


У, и 
\4Е\ 7, тат [} (4 7) вала, п; , паи] . 
го Е 


Что же касается четырехкратного интеграла, являющегося первым чле- 

ном в выражении 2,(х, У), то он распространяется на область в про- 

странстве четырех измерений, определеиную неравенствами: 
О—=и=4=х, О<ож=«ц=у. 


Если проинтегрировать сначала по переменным &, 1, то для & пре- 
делы будут ии х, для п же о и у, а затем пределы будут бих 
для и, Оиу для 9. Итак, этот четырехкратный интеграл можно пере- 
писать в эквивалентном виде: 


х у х у 
мо аа, з) < ри =, и ы О... [м 
о у и ® 
или, меняя местами обе пары переменных (и, я) и (&, 1), еще в таком 
виле: 
х У х 
.& 
[ле |} || [2 о То. 


о 
Таким образом мы видим, что после всех этих преобразований вы. 
ражение для 2„(х, у) принимает следующий вид: 
х в 


2 (%, у) = \ 4: \7(5, 1) 5. (%, У; $, 1) а1, (26) 
о 0 


причем мы положили: 


8. (х, У; 6, пам \ [а ув ы 9+... | 


+ (5, па, (ш, дз, 1) Чи -- \ а (5, 9) 5„_1 (5 9; &, 1) 49. (27) 
8 


фм 
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Начиная от &%==1, мы шаг за шагом вычислим по этой формуле 
8; (х, У; 1), 8 (х, у; Ё,1),... Полученный результат можно сформу- 
лировать так: 

Интеграл уравнения (13), обращающийся в нуль при х==0, каково 
бы ни было у, и при у==0, каково бы ни было х, представляется 
в прямоугольнике Ю двойным интегралох: 


х у 
24%, уу {4 \ 75, 1) @(х, у; 8, 1; 1) а1, (28) 
0 у 


причем С(х, у; 1; №), обозначает сумму ряда: 


С (х, уз, п; ТА, (ху... Мах, у, -... . (29) 
Эта функция С была введена Риманом совершенно другим способом, 
который будет изложен дальше. Этот ряд (29) можно было бы изучать 
непосредственно, как ряд (19), но его свойства легко выводятся из всех 
прелылущих результатов. Заметим сначала, что он формально удовле- 
творяет олноролному уравнению 

94 

дх ду 


а 94 
‚(в НН + СД). 30 
9х ду‘ (50) 
В самом деле, предполагая, что рял (29), а также ряды, которые вы- 
волятся из него диференцированием по х и по у, равномерно сходятся, 
мы можем в силу рекуррентной формулы (27) написать’ 
х у 


С (х, у; &, т; у |4 | [а О ... | -- 
й 


(т, НУ 6». 
Поэтому имеем также: . 


924 а а 
[абы оз 2,0]. 


9х ду 
С другой стороны, при х==& этот ряд приводится к ряду 


Тау БА... Ум... (31) 
а рекуррентное соотношение (27) обращается здесь в 
у 


ау = а, 9) 2 _1 (9: &, 1 49. 
я 
Ряд (31) в точности представляет собою рял, который мы получили бы, 
разлагая по степеням \ интеграл линейного уравнения 


912 „ 
Зу — а (=, У} <, 
у 
. * р (Е, 9) 4% 
равный единице при у==т; интеграл этот есть е * . Точно так же 
х 
НВ (м, т) аи 


можно усмотреть, что С обращается при у=т ве . В прелы- 
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дущем параграфе было локазано, что существует интеграл уравнения (30), 
х 


‚ас, о) а хо (т, п) ан 
обращающийся при х=ё ве * ‚а при у=щцее * Этот 
интеграл представляется равномерно сходящимся рядом, все члены ко- 
торого в силу самого способа их получения являются голоморфными 
функциями от ». Следовательно, весь ряд тоже представляет собою. 
целую функиию от параметра \, и его разложение по степеням Х не- 
обходимо совпадает с рядом (29). В итоге функция С@(х, у; Е, 1; 1} 
есть интеграл уравнения (30), удовлетворяющий вышенаписанным 
граничным условиям: 


х у 
в [ 1) ан 2 Гас, э) аз 
@==е ‘ (при у==1), @—=ет" о (при х=&). (32} 


496. Первое решение задачи Коши. Займемся, далее, разрешением 
задачи Коши для общего уравнения (18) и поставим себе целью раз- 
ложить по степеням параметра ^ его интеграл, удовлетворяющий тем же 
условиям, что и в & 489. За первый член ряда мы возьмем интеграл 

(х, у) уравнения $==1(х, у), удовлетворяющий данным условиям, и 
определим послеловательные коэфициенты 2. (х, у), 2, (х, у),..- при по- 
мощи рекуррентного закона: 


ыы [26.9 дуги а ы1- г Но, 1) 2. -1(5, о [1 41; (33) 
БМО 

перед интегралом берется знак —- или знак —, В зависимости от того, 
расположена ли дуга АВ, несущая данные, как на черт. 80а или как 
на черт. 806. Область интегрирования, представляющая собою криво- 
линейный треугольник РИО, выбрана так, чтобы 2,(х, у} вместе со. 
своими частными производными первого порядка обращалась в нуль 
влоль АВ. Возьмем для определенности случай черт. 80а и предположим, 
что точка /Л/ лежит над дугой АВ. Достаточно применить весьма про- 
стой прием, чтобы привести формулу (33) к рекуррентной формуле 
вида (20). В самом деле, построим три функции а(х, у), В(х, у}, 
7(х, у), равные нулю в криволинейном треугольнике АВО ниже 
дуги АВ, а выше АВ равные, соответственно, коэфиниентам а(х, у), 
5(х, у), с(х, у). Ясно, что если #,_.(х, У) =2,_1(х, У), то двойной 
интеграл 


и _ . 
инь) -= || [2 —'- Чао» и А, пил (5, 1) 45а, (33 
РМО’ - 
‘распространенный на площадь прямоугольника РМО, будет равен 


нулю, если точка /{ лежит под дугой АВ, и равен 2,(х, у), если 
точка М лежит над АВ. Несмотря на разрыв функций а(х, у), В (х, у} 


Зи 
1(х, У) вдоль АВ, эта функция вместе с частными производными Е 
х 
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зу непрерывна в прямоугольнике Ю. Представим себе теперь, что мы 


хотим разложить по степеням А интеграл вспомогательного уравнения 


9? З ) 
зу [2 ях, У -Ну(х, у) “| ЧЕ (х, У), (34) 


принимающий вдоль сторон АР и ВП прямоугольника Ю те же зна- 
чения, что и 2% (х, у}: 


и (х, у) = ш (х, уу щ, (ху... Ми, (ху)... (35) 


Очевидно, что и, (х, у) ==2, (х, у), и коэфициенты ил, и., ... получаются 
шаг за шагом при помощи формулы (33'). 

Несмотря на разрыв коэфициентов а, В, 7 влоль дуги АВ рассужде- 
ния $ 494 применяются без изменения, и этот ряд, так же как и те, 
которые получаются из него почленным диференцированием по хи 
по у, равномерно сходится. Если точка М (х, у} лежит ииже дуги АВ, 
то, очевидно, и,„(х, у) =0, п>1, и ряд (35) приводится к своему 
первому члену ш (х, У). Но если точка М находится выше АВ, то 
в силу предыдущего замечания мы шаг за шагом удостоверяемся, что 
и; (х, У)==2, (х, У), ..., и,(х, У) ==2„(х, У), и ряд (35) в криволиней- 
ном треугольнике АСВ в точности представляет интеграл 2(х, у) урав- 
нения (18), для которого 


8—2(х, У) — 2 (х, У) 


56 98 
9х’ Эду” 
методом последовательных приближений, представляет интеграл, удовле- 
творяющий над дугой АВ условиям Коши. Точно так же можем убе- 
диться, что этот ряд равномерио сходится и ниже АВ. Рассуждение 
заканчивается, как выше. 

В частном случае, когла искомый интеграл вместе с обоими част- 
ными производными должен равияться нулю вдоль АВ, первый член 
ряда выражается интегралом 


2(х, == \ ЛЕ, па, 


РМО 


равна нулю вдоль АВ, так же как и Итак, рял, полученный 


и последовательиыми преобразованиями кратных иитегралов, совершенно 
подобными тем, которые производились в $ 495, мы шаг за шагом до- 
кажем, что 2„(х, У) можно представить в виде: 


2, (х, я=\\ 1(&, 1) &„(х, у; Е, п) а ат, 


мо 
причем функции 2; (х, у; 8, 1), вх, у; 6.1), ... выводятся из 


50 (х, У; 8, =1 
посредством рекурреитной формулы (27). Таким образом значение интес- 
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рала, удовлетворяющего этим условиям, представляется в точке М прямо- 
угольника Ю двойным интегралом 
С 
2(х, АИ ДЕ, п) Ч (х, у: &, 1; К 444, (36) 
вм 
гле С — ввеленная выше функция Римана. В случае черт. 806 перед 
двойным интегралом надо поставить знак —. 

Предположим теперь, что данные Коши вдоль АВ произвольны. 
Пусть &(х, у} — какая-нибуль функция, удовлетворяющая этим условиям,. 
например, иитеграл уравнения 5—0. Полагая 2==&-- и, приходим 
к уравнению 


Ру ди Гм 92 
+ #\—°> (37 
(2% 5 си) ЧА Ух, у) На (+85; #3 зу } 


ди ди 
и вдоль АВ функция и должна равняться нулю, равно как ух и зу 


Коэфициенты а, 6, с не изменились, а потому функция Римана С оди- 


накова для обоих уравнений (18) и (37). Следовательно, искомый инте- 
грал выражается так: 


2х, уе, У ЛЕ тб, у; п; Эа + 


РМО 


92 
Эхду — 


5 * и 9] 
вов оз] - 55| о (38) 


РМО 


Точно так же, взяв за область интегрирования в чвойном интеграле 
прямоугольник МО’ОР!, получим интеграл, принимающий те же зна- 
чения, что и данная функция б(х, у), вдоль АД и ВО. 


К формуле (36) можно очень легко притти синтетическим способом. Мы ви- 
дели (П, 5 401), что ивтеграл линейного диференциального уравнения с правой 
частью Р (у) =} (х), который обращается вместе со своими п — 1 первыми про- 
изводными в нуль при х == м, предсдавляется определенным интегралом 


[е(х, 9 (а) аз, 


№ 


где $(х, а) — некоторая определенная функция от х н ота. По аналогии по- 
стараемся а рой определить такую функцию $(х, у; & т), чтобы двойной ии- 
теграл 


вх, == [| 1, пе, у; Ь п) аа, (39) 
РМО 


распространенный на площадь треугольника РМО, был интегралом уравнения (18). 
При вычислениях мы будем предполагать, что функция $ непрерывна и допу- 
9% 4% 9% 
скает непрерывные производные —, —, — 
дх ду дхду 
из двух члеиов, из которых первый получается обычной формулой диференциро- 
вания под знаком интеграла, а второй происходит от изменения области интегри- 
рования. Для подсчета этого последнего члена заметим, что, когда х получает при- 
ращение Ах > 0, область интегрирования увеличивается на полосу ширины Ах 


92 
. Производная 5х будет состоять 
х 
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< высотою, равной МР (черт. 80), и главная часть зиачения двойного интеграла, 
распространенного на эту полосу, очевидно, равна 


Ах [| У(х, п) вх, 5 х, п) а. 
РМ 
Следовательно, имеем; 


9 9 
С = [6 ее 4 ап [ие 1) 9 (х, у; х, п) ат. 
9х. 9х . 

РМО РМ 


Эту формулу можно было бы также установить элементарными вычислениями, 
выявив переменные пределы в двойном интеграле (39). Точно так же находим: 


а 8% . 
С = (ле. о & 1+ [76 ХУ У 
вМо У ом 


9х ду 


о 9 
9 = [хе п) 2 Ем + [ус еж уз хп] а + 
дх ду ду 
БМО РМ 


+ ( С, яве: у, Е У а 2, у; х, УДС, у). 
ом 


Для того чтобы функция 2 (х, у), представляемая формулой (39), была инте- 
гралом уравнения (18), какова бы ни была функция /(х, у), необходимо и доста- 
точно, чтобы после подстановки члены под различными знаками интеграла были 
тождественны, равно как и члены вне знака иитеграла, т. е. чтобы было 


_9%_ 


9 р 3$ ] 
—А ° -Ь В — , . 
еду [ве У (Хх Утес У? 


9 
у, [9 (%, у; х, п)] =Аа(х, уф, у; х, т, 
у 


2 в 6 У] =, Ум УУ, их УЕ 


Эти условия тождественны с условиями, определяющими функцию 
@ (ху т; »). 


В самом деле, первое выражает, что ф (х, у; Ё, п} есть интеграл однородного урав- 
нения (30). Что же касается трех последиих, то из них мы выводим, что 

У х 
х[ а(х, 9) аъ ^| Ь( п, у)аи 


ФЕх, у; х, т) =е 1 ‚ ФУ БУ =е $ 
Достаточно заменить х через & в первом из этих соотношений, и у через п во 
втором, чтобы вернуться к условиям (32). 
497. Сопряженное уравнение. Риман разрешил эту же задачу совер- 
шенно другим методом, основанным на теории сопряженного уравнения *. 
Пусть дано линейное и однородное уравнение второго порядка 


__ 1922 922 


922 92 92 
АЗ ВО р Е Е. 4 
ВА Вау бя ЕО НВ 2 (40) 


* СоШштреп Абпапашпреп, 1. УШ, 1860; „Оепугез“, р. 145. Смотреть также гл. М 
П тома „Теории поверхностей“ Г. Дарбу (см. Упражнение 5). Метод, который 
Риман прилагал только к уравиению частного вида, был распространен Г. Дарбу 
на общее уравнение вида (18). 
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Умножив каждый член на одну и ту же функцию и (х, У) и проинтегри- 


ровав по частям столько раз, сколько возможно, получим последователь- 


ность тождеств: 


= и 2 88 2 +2 аи, 

Ви к (Вы 5) за) — и, 
я, 
рые (ри, 

Визе (В) 2, 
Риз == 2(Еи), 


а отсюда выводим следующее соотношение, имеющее место для функ- 
ций ци = любого вида: 


эн д 
ий (2) — $2 (и) = ати (41) 
Здесь мы положили: 
__ 82 (Аш) , д? (Ви) 8? (Си) _ (Ри) _(Еи) 
ви — + дх ду + ду? эх ду А (92) 
_ „92 _ 9(А) _ (Ви) 

Н= Аи, 2 эх 2 зу —- Биг, а) 

К=— Визе | Си = 22 (Си) | ие 


Уравнение @©.(1) —=0 называется сопряженным уравнением для уравне- 
ния (40). 

Можно было бы проверить непосредственным вычислением, что между 
этими двумя уравнениями имеется взаимность, что также является след- 
ствием тождества (41) (П,5 404). Заметим, что в этом тождестве можно 


9 И 
заменить Н через н+ у и К через к, где 6 (х, у) — произволь- 


ная функция*. 


* Определение сопряженного уравнения можно распространить на линейное 
уравнение с любым числом переменных Для уравнения с п переменными 


= +)» ‚92 2—0 
9хдхь 9х; 
сопряженным будет уравнение 
2 (а. , 
® = 9? (аи) — 9 (Вип += 0, 
9х; дхи 9х, 
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Двойной интеграл \ \ [225% (=) — 29 {и)] ах 4у, распространенный на об- 
пасть, в которой функции д и и непрерывны вместе со своими произ- 
водными до второго порядка, может быть заменен в силу тождества (41) 


криволинейным интегралом 


\ М ау— Ках, (44) 


р 


взятым в прямом направлении вдоль контура Г, ограничивающего эту 
область. В частности, если 2 и ий являются соответственно интегралами 
уравнения (40) и сопряженного с ним, правильными в некоторой об- 
ласти, То криволинейный интеграл (44), взятый вдоль контура этой 
области, всегда равен нулю. 


498. Спссоб Римана. Приложим этот результат к линейному уравне- 
нию гиперболического типа, которое мы теперь напишем так: 


В этом частном случае имеем” 


и ди ди / 9% др 
$ (м) = —— — _ м 
© (и) 9хду ы 9х р ду ( ) г 


46 
Н— ви — 284 К == фи; -+ и 32 
о ВЫ 9х ] 

Пусть 2(х, у) булет интеграл уравнения ({45}*, удовлетворяющий 
условиям Коши вдоль некоторой дуги АВ (черт. 80а), а и(х, у) — 
произвольный интеграл сопряженного уравнения, правильный в прямо- 
угольнике АВСО. Заменяя под знаком интеграла буквы х и у через 
& ит, имеем в силу общего предложения: 

| нак — КаЕ- | Над— ( К&=0, (47) 


[67 РМ мо 


и мы имеем тожлество 
и еб ое 9, 


; 
х 9х, Эх, 


Мь М,. ..., М, суть билинейные функции относительно 2, и и их производных 
первого порялка. Выражения для них получаются из тождеств: 


9217 и 920 __ $9 ИЗ __ Я, 


Ах 9х ху дх, дд, ах, 
и 37 чу Зи — У 
дх; 9х, дх; 


Примеры мы увидим впоследствии {$ 501, 528, 534. 

* Для простоть предполмаем {(х, у) =0. Если бы } не равнялось нулю, 
мы бы имели еше один член, который в выражении интеграла легко восста- 
НОВИТЬ. 
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причем в и К была сделана та же подстановка; точка /М есть точка 
прямоугольника АВСО с координатами х, у. По предположению, нам 
известно значение искомого интеграла 2(&, 1) и его частных произвол- 
ных вдоль дуги АВ, а и(1, 1) есть определенное решение сопряжен- 
ного уравнения. Следовательно, первый криволинейный интеграл, взятый 
вдоль дуги ОР, является известной функцией от координат х, у точ- 
ки М. Напротив, кажется, что криволинейные интегралы вдоль РМ и 
вдоль МО не могут быть вычислены без знания значений = вдоль этих 
прямых. Прием Римана как раз и состоит в таком выборе функции и, 
что эти интегралы исключаются. Мы имеем ` 


\к«- | (ие из) 48. 


. 


м мо 
Интегрируя по частям, легко получаем: 


` =. ди\ > 
К4&—(иг)9 | | 2 (в — Е) 43, 

мо мо 
и общая формула (47) дает нам 


э 
р 


(#2) и = (и2)о \ 2(ы— №) 4 — |2 (м. =) ац | 


мо , БМ 
-- \ На1— Ка:. (48) 
29 
Для того чтобы интегралы, в которые входят неизвестные значе- 
ния 2 вдоль РМ и МО, исчезли, достаточно за и(1, 1) взять интеграл 
сопряженного уравнения (в котором х и у заменены через & и 1), удо- 
влетворяющий слелующим условиям: 


а. д 
Е 9 ( У) ==6 (6, у) м (5, у), м“ (х, п) = а(х, 1) и (х, 1). 


Но и(& 5) и и(х, 1) представляют соответственно функции от & 
н т, в которые обращается этот интеграл влоль /МО и МР. Обозна- 
чим через им значение этого интеграла, когда точка (Ё, 1) приходнт 
в М. Тогда для того, чтобы в формуле (48) исчезли интегралы вдоль 
МР и МО, необходимо и достаточно, чтобы имели место равенства’ 
В Ы 
ебу фах, оао 
и (3, у) == иие* ‚ и(х, 1) =име? 


Предиолагая и; ==1, обозначим определенную таким образом функ- 
цию от двух пар переменных (х, у), (&, 1) через #и(х, у; &, 1). Рассма- 
триваемая как функция переменных (&, 1), она прелставляет собою ре. 
шение сопряженного уравнения 

92 и да 96 


„ ди “ 9 
—а(&1)_„— 2 (& - т — и. - &, 1) ==0. 
9: т (8 : (57) 91 [< ‚т 9 ы ии) 
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Гас, Ф) ас 
При = она обращается в еху ‚ а при тр—-у равна 


5 

Теа 

е* ; следовательно, при &==х, И==у она равна единице. Всли 
мы предположим, что этот интеграл сопряженного уравнения уже опре- 
делен, то формула (48} даст нам значение в точке (х, у) интеграла, 


удовлетворяющего вдоль дуги условиям Коши: 


2 = (#2) + иг аз— аа) + | и 
ОР ОР 


эт № 


` ди 
45-2 - 41. 49 
25 (49) 


В эту формулу вхолят только значения 2 и 5: вдоль АВ. Прини- 


мая во внимание тождество 
9 
9(#2) „„  9(и2) 
и) — (иг) = | — > а ——- ат, 
беда арын | Ра --° 9 и 


р 


мы можем заменить формулу (49) одной из двух следующих формул: 


2м == (и?) р -- иг 54 -| | 2 45, (49!) 
. 50 


85 
Р9 
(игр (иг)о  ( . 1 ( [52 92 „ 
2 = + | иг (а4и — 643) -- , и (риа + 
РФ РО 
( ди „ 9и „ 
2 | =(': а) (99) 
Ро 


Вторая из них более симметричиа, но зависит от значений функции 2 
и двух ее производных вдоль АВ. 

Во всех этих формулах точка (х, у) считается неподвижной, а пере- 
менными интегрирования являются б и 1, так что переменные входят 
под знаком интеграла только через посредство функции и и ее про- 
изводных. Относительно этих формул можно повторить все те замеча- 
ния, которые были сделаны по поводу уравнения 5==0 ($ 489). В этом 
частном случае функция Римана и(х, у; &, 1) равна единице. 

Когда дуга АВ совпадает с ломаиой линией АРВ, эти формулы 
остаются приложимыми. Тогла точки Ри О приходят в Р и О’ ин 
формула (49'), например, дает 


р 


2м == (и2)р (2 и биг) а: | (Е а=) ат. 


во 5° 
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ди 
Интегрируя пу частям выражение = у=, можем это переписать еще так 


- 


2и==(и2) р — а (=) + | "(5 —- аг) аз. (50) 
7) Бо! 


Для вычисления 2) достаточно согласно общей теории знать зна- 
чения 2 вдоль ломаной линии АДВ. В самом деле, так как вдоль АД 


92 
2(х, у) есть известная функция от х, то 5х вдоль АД известна, и 


92 
по той же причине зу представляет собою влоль ОВ известную функ- 


цию от у. 
Пусть х,, У, — координаты точки О. Обозначим через 


2(х, у; хм, У) 


интеграл уравнения Я (2) =0, удовлетворяющий следующим условиям: 


х У 
— [ее а —{ а (м, ах 
2(х, У; Хх, У) ==е ‚ (хр; м, У) ==е # . 


В точке О этот интеграл равен единице, и если заменить х, у че- 
рез &, 1, он удовлетворяет двум соотношениям соответственно вдоль 
АД и ВО: 


ЕО, аг +: ==0. 


Если за < взять этот интеграл, то формула (50) обращается в 2и == 
==Ир; т. е. мы имеем: 


2(х, У ХУ) Е=И(Х, У; Х,, 1). (51) 


Заменим х:, у, соответственно через &, 1. Мы видим, что функ- 
ция и(х,у; &1), рассматриваемая как функция от х и у, является 
интегралом предложенного уравнения, удовлетворяющим условиям, со- 
вершенно подобным тем, которые определяют его, когда он рассматри- 
вается как функция от (1,1), так как, при переходе от данного ура- 
внения к сопряженному, а и 6 нужно заменить через —а и — 6. 
Таким образом знание этой функции и(х, у; &, 1) позволяет разрешить 
задачу Коши также и для сопряженного уравнения, и можно сказать, 
что интегрирование линейного уравнения и интегрирование сопряжен- 
ного сним уравнения представляют собою две эквивалентные задачи. 

Последние условия, определяющие и (х, у; Е, п), тождественны условиям, опре- 
деляющим функцию @(*; у; 6, п), когда Х предполагается равной —1. В силу 
этого легко убедиться в‘тождественности обоих решений. В самом деле, прел- 


полагая Х(х, у) равной нулю и заменяя ‘С через —и, перепишем формулу (38) 
в виде 


2%, У = (к у ГГ УКС, п), у пам, (38') 
РМО 


Достаточно теперь применить к этому двойному интегралу общую форму- 
лу (44), которая приводит его к криволинейному интегралу, и произведенные 


9 э. Гурса, т. ПТ, ч. 1. 
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только что преобразования дадут в точности решение Римана. В самом деле, 


9% 
значения &, —, — вдоль дуги АВ по предположению равны значениям иско- 
х ду 
92 92 и 
мого нитеграла и его производных я вдоль той же дуги. Можно только 
х у 


отметить, что решение задачи Коши, которое дается формулой (38) в виде двой- 
ного интеграла, не предполагает существоваиия сопряженного уравнения, т. е. 


да 9% 
существования производных —, —. 
9х ду 
499. Уравнения с постояиными коэфициентами. Всякое линейное ура- 
внение гиперболического типа с постоянными коэфициеитами допускает в каче- 
стве характеристик два семейства прямых (5 482). Если отнести уравнение к его 
характеристикам, то коэфициенты а, 68, с в приведенном виде (45) тоже можно 
предполагать постоянными (1, 8 63). Полагая затем 2==ие-8х-ауУ, получаем ура- 
внение, не содержащее производных первого порядка, в котором коэфициент 
при в остается постоянным. Итак, всякое уравнение рассматриваемого рода мо- 
жет быть приведено к простому виду 


922 


2-0, (52 
и о 


причем с постоянный коэфициент. 

Если с не равно нулю, то замена х через Ах позволяет еще дать этому ко- 
эфициенту произвольную величину, например = 1. Уравнение (52) представляет 
после элементарного уравнения 5—0 один из наиболее простых типов, к кото- 
рым прилагается способ Римана. В самом деле, для этого уравнения мы умеем 
найти функцию и(х, у; & п), так как достаточно найти интеграл, обращающийся 
в единицу при х =, каково бы ни было у, и при у=л, каково бы ни было х, 
Положим 9—=(х—)(ур— т) и будем искать частный интеграл уравнення {52}, 
зависящий только от ®, 2== $ (9). Мы придем к уравнению второго порядка 


96" (о) (6) + сз (9) =0, 


которое является одним из видов уравнения Бесселя (П, $ 414). Мы видели, что 
это уравнение допускает в качестве интеграла целую функцию от 9, которая 
при 9—0. равна единице, и этот интеграл имеет выражение /(— с9), где У (®} 
есть целый ряд: 
, Ё в 1. 
(= 1 аж +. ВЫ 


Итак, задача Коши для уравнения гиперболического типа с постояннымв 
коэфициентами всегда может быть разрешена. 
Рассмотрим, например, телеграфное уравнение *, которое при надлежащем 
выборе единиц пишется так: 
Фу ФИ й 9Г__ 


=0; (53) 
9.2 9 [02 

У обозначает потенциал в момент времени # в некоторой точке абсциссы х на 

прямолинейном неограниченном проводе, направленном по оси Ох, который не- 

редает электрическое возмущение, Характеристиками здесь являются два семей- 

ства прямых х = #— С. Вводя два новых переменных 


* Излагаемый здесь способ принадлежит Э. Пикару (ВиШейп 4е а Зов 
Майеётанцие ае Егапсе, 1894, 1. 22, р. 2—8. 
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н полагая в то же время У = 2е-2, преобразуем уравнение (53) в 


}. 

4 о, (54) 
9х 2 

Предполагается, что начальное электрическое возмущение было произведено 
на проводе между двумя 
точками х=0 и х=а 
(а >> 0). Спрашивается, 
каково будет значение Г 
в момент # в точке с аб- 
сциссой х. С аналитичес- 
кой точки зрения постав- 
ленная задача такова: 
известны значения 2 и 


2 
в момент времени #0, 


= Ё(х), 


причем эти функции вне Черт. 87. 
интервала (0, а) равны 
нулю. Вывести отсюда значение 2 (х, #, каковы бы ни были х и Ё(Ё > 0). 

Это как раз задача Коши, а кривая, несущая данные, — здесь прямая # = в 
в системе осей (Ох, ОВ и прямая у’=х’ в системе осей (Ох', Оу'). Значение 2 и 
ее частных производных вдоль этой прямой легко получаются из данных. 

усть М-— точка с координатами (х, #) в системе (Ох, ОВ, причем Е поло- 

жительно. Значение искомого интеграла в точке М дается общей формулой (49”), 
которая здесь имеет вид: 


(игр + (и? о 1 | (7: 9г ди ди _ 

вм = +. и пи-4) = (° 41 — — 41 ("5 

м 2 2. Е: ь у 
ЕО 


в ` 
причем функция Римана и равна /(- 5) ‚ где 


(Эт); 


мы ее обозначим через $ (7). Пусть № есть точка отрезка РО с координатами 
(, 0) в системе (Ох, ОБ. В системе (Ох', Оу’) ее координаты равны 


и вдоль отрезка РО \ изменяется от х—Ё до х--Ё Для приложения форму- 
лы (55) необходимо знать 


ди ди 42 92 
Е’ 9’ 4%’ вт 


.В каждой точке М отрезка РО. 
9* 
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Сначала имеем: 


9 = ("— 75) (> = ) (= р ви" в. 


дв 99 или | №] Ах 
«= о ], х $ (0) (* ут | о |( уз ) 


ди __ ‚ Е в (х ^)?2 В и). ХЕ 
"С х)} "| о |( из ) 


Точно так же, принимая во внимание начальные условия, видим, что в каж- 
зой точке № отрезка РО имеем: 


92 1 92 1 . 
ео, =-Ла 1). 
х УЗИ 0) — 0} ре ИЗ (0) +=()] 


В точках Р и О имеем и==1, а 2 соответственно равняется }(х— В и 
Их +, и формула (55) принимает вид: 


„лего И 
2 


| 


ХЕ 


+4 | | $ "| го—иое “= Ал (56) 


х— 


Переменные х’и у’ не входят в окоичательную формулу (56), которая не- 
посредственно дает выражение решения через даниые задачи. Для разбора этого 
решения иапомним, что функции /(х) и 2(х} равны нулю вие интервала (0, а). 
Предположим х_> а; до тех пор, пока < х— а, х_Ё их - Е будут больше а, 
и правая часть формулы (56) будет равна нулю. Следовательно, электрическое 
возмущение достигает точки с абсциссой х только к моменту х— а. Если Ё 
превосходит х—а и меньше х, то х— Е меньше а и положительно, х -- Ё все 
еше больше а, /(х + #) равиз нулю, и выражение х--Ё в верхнем пределе инте- 
грала можно заменить через а. Формулу (56) можно переписать так: 


а 


=“ 0 + р | Ех (а-х<Ех а) (56') 
х- { 


где для краткости функция под знаком Г обозначена через Р(х, Ь ^). Наконец, 


если Ё > х, х- отрицательно, х -- # больше а, }(х- 1) и !(х —#) равны нулю. 
За пределы интеграла можно взять 0 и а, и формула, дающая 2, переходит в 


а 


== й \ Ех) (> х. (56”) 
0 


Таким образом мы видим, что при данном значении х_> а значение 2 перс- 
стает быть нулем только тогда, когда Ё достигает значения х— а, ио начиная 
с этого значения Ё оно уже не обрашается опять в пуль. Для возмущения дей- 
ствительно имеется передний фронт волны; продвигающийся со скоростью, рав- 
ной единице, но заднего фронта волны нет. Можно еще сказать, что в проме- 
жутке времени от {[—=х— а до Ё-=-х через точку х проходит волна, предста- 
вляемая формулой (56'); но эта волна оставляет за собой нечто вроде остатка, 
представляемого формулой (56”). Когда # неограниченно возрастает, этот остаток 
стремится к пределу, не зависяшему от х. Отметим, что потенциал И равен 
2е-1, и наличие показательюго множителя влечет за собою чрезвычайно быстрое 
затухание потенциала. 
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500. Другие задачи. Задача Коши не является единственной, которая ста- 
вится для линейных уравнений гиперболического типа. Может также потребо- 
ваться разрешение смешанных задач, как в случае уравнения 5=0. К этим за- 
дачам также приложим метод последовательных приближений. Предположим, 


* 


например, что требуется найти интеграл уравнения 


5=А (ар + ва са + Их, у), 


принимающий заданные значения вдоль характеристики у==0 и влоль дуги кри- 
вой ОМР (черт. 81), которая пересекается прямою, параллельною оси Ох, только 
в одной точке. Обозначая через 2,(х, у) интеграл уравнения $=}(х, у), удо- 
влетворяющий этим условиям ($ 490), мы шаг за шагом определим функции 21 
посредством соотношения 


вау | [ан че] 
*7 


92 97 
ММОР 


где интеграл распространяется на прямоугольник ММОР. Рассуждениями. сход- 
ными с доказательством в $ 494, доказывается, что ряд 


20 (х, у) Аа (У... №2, (х, У... 


равномерно сходится Так же, как и оба ряда, образованные частными производ- 
ными первого порядка. Равным образом можно употребить метод последователь- 
ных приближений для определения интеграла, принимающего заданные значения 
вдоль двух дуг кривых, расположенных в одном и том же углу характеристик. 
Адамар показал также, что на эти задачи можно распространить метод Римана. 
Фуикцию и(х, у; & п) следует заменить решением соиряженного уравнения, пред- 
ставляющим линии разрыва *. 

Метод последовательных приближений позволяет также решать эти же за- 
лачи для уравнения более общего вида: 


5=Р(х, У, 2, р, 4). (57) 


Мы ограничимся наиболее простой из этих задач, а именно займемся опре- 
телением интеграла, зная значения, которые он принимает на двух характери- 
стиках различных систем. Для того чтобы несколько упростить изложение, пред- 
положим, что имеется интеграл уравнения (57), обращаюнтийся в нуль при х = 0, 
ваково бы ни было у, и при у-=0, каково бы ни было х. Очевидно, что про- 
стые преобразования позволяют привести общий случай к этому частному слу- 
чаю. Относительно функции Р(х, у, 2, р, 9) мы сделаем следующие предполо- 
жения: эта функция непрерывна в области О, определяемой перавенствами: 


Оха Одужщь ‘21 Н, |р|=«Р, 190, 
где а, в, Н, Р, © — некоторые положительные числа. Кроме того, в этой области 
она удовлетворяет условию Липшица относительно 2, р и 4, т. е. при заданных 
значениях х, у, 2, 2', р, р’, 4, 0’, заклк ченных в предыдущих интервалах, имеем 
неравенство: 
Ех, у, #',р,9) — Е (а, у, 2, р, 9) |< Киа, + Кз|р’— р! Кз19'— 91, (58} 


где Ка, Ко, Кз— положительнее числа. Пусть М есть верхняя граница для | Р| 
в этой области О, и Ю — прямоугольник, ограниченный прямыми х:-=0, х—1, 
у=0, у=В. За первое приближенное значение иитеграла мы возьмем 


29 (х, у) >: 0, 


* Е. Р1сага, | примечание в [У томе РагБоих, [.есоп$ зиг 1а Ибопе 4ез 
зиНасез, стр. 358 и следующие; Е. боцгза Аяла!ез 4е а Расийё 4е5 
$еепнсез, ае Тошоизе, Э-те звще, 4, УТ, 1904, р. 117; ВиЙейи 4е (а Зое та- 
1ИвтаНдие (заседание 24 мая 1911] гу 5. Надашага, ВиЦенп ае 1а Зов 
татеётанаие. *. ХХХЬ, р. 208 её 4. ХХХИ, р. 242, 
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затем положим в общем случае 


х У 

п. . А 921: 02 
5 Ы 

0 о 


Пусть 2 и р’— два положительных числа, меньших или равных соответ- 
ственно я и 8 и удовлетворяющих, кроме того, условиям М2’ < Н, Мэ’ <Р, 
М; < Ц. Шаг за шагом мы легко усматриваем, что все функции 2„(х, у) пра- 
вильны в прямоугольнике А' со сторонами длины о и р’, подобном А, и что 
в этом прямоугольнике |2„|<Н, | ри <Р, 14, | < ©. Для того чтобы доказать, 
что 2, (х, у) при неограниченном возрастании и стремится к некоторому пределу, 
заметим, что в силу условия (58) имеют место неравенства: 


Хх у 
12 (х, У) — 2-1 (х, У)] <\ а \ {К | 2-1 (, 1) — 21-3 (5, п Е-- Ку’ Ри: — Ри | 
50 
+ Кз | 9и-1 — 9и-а| } ат, 


у 


| п (Х, У) — Рин, (х, У| <\ Ки аи (51) — 2 1-э (Е, п) | + ...} ат. 


р 


Положим вообще 


Хх у 
9 
о 
> 67 
о од 


и предположим, что за ц;(х, у) взята функция, правильная в А" и такая, что 
в любой точке этой области 


д 
и (х, У) > [21 ', > 


92: 9 9г: 
9х ду ду 


{ПГаг за шагом мы усматриваем, что для любого значения п 


рат (х, У — 21-1 (0%, У) [< и, (х, У). 
3 

ри (х, У) — Ри (%, У) < я 
9х 


3 
19 ($, 5) — Чиа (у) < 9. 
ду 
ди ди 
| х ’ Ь ) —, —п А 
Но выше ($ 494) было доказано, что ряды у и у ох > у равномерио 


сходятся. Следовательно, это же имеет место для ряда 


24 (х, У) [2:6 У) — а (, УР... - [21 У) — 21-1 У... 


и для рядов, которые получактся из него почленным диференцированием по х 
или по у. Рассуждение заканчивается, как в $ 494. Когда п неограниченно воз- 
растает, г„ стремится к некоторой функции & (х, у), удовлетворяющей всем усло- 
виям задачи. Более того, это единственный интеграл уравнения (57), удовлетво- 
ряющий этим условиям. 

Область, в которой существование интеграла обеспечено, вообще говоря, 
меньше, чем соответствующая область для линейного уравнения. В одном инте- 
ресном случае обе эти области совпадают. Это будет в том случае, когда функ- 
ция Р(х, у, 2, р, 9) остается непрерывной для любой системы действительных 
значений переменных 2, р и 0, если точка (х, у) остается в области КЮ, и до- 
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9“ ОР 9Е р в 
пускает производные у — ,‚ —, которые при тех же условиях по абсолютной 


2’ др’ 94 
величине остаются меньше некоторого определенного числа. Нам тогла не нужно 
принимать во внимание условия, выражающие, что 2„, ри, 4, остаются в обла- 
сти О, и мы можем взять р==э, 2'==8. Ряд, который дают послеловательные 
приближения, сходится в прямоугольнике Ю. Так будет в случае уравнения 


5 =ар-- 29 + сзпг, 


тде а, Р, с— непрерывные функцин от х и у в области А. 
Счевидно что уравнение, полученное после подстановки, 


2==9(х) +3 (у) — (0) {и 


удовлетворяет желаемым условиям, если только $'’(2) и 1' (у) соответственно 
непрерывны в интервалах (0, а) и (0, 8). 


Ш. УРАВНЕНИЯ С НЕСКОЛЬКИМИ ПЕРЕМЕННЫМИ. 


Быдо естественно стремление обобщить такой простой способ Ри- 
мана на уравнения гиперболического типа с числом независимых пере- 
менных, большим двух. Кирхгофф, Вольтерра, Тедоне, Кулон, д’Адемар 
{@’Аавётаг) рассмотрели некоторое количество частных примеров. Ада- 
мар (Надатага) первый получил общее решение, показав, что доста- 
точно знать интеграл сопряженного уравнения, представляющий в про- 
`извольной точке особенность определенной природы, чтобы из него 
можно было вывести посредством квадратур решение задачи Кощи. 
Как и в способе Римана, этот частный интеграл не зависит ‘от поверх- 
ности, несущей данные задачи. Для изучения этого трудног@" вопроса МЫ 
отошлем к работам знаменитого ученого * и ограничимся тем, что ука- 
жем изящный способ Вольтерра "* лля уравнения цилиндрических волн. 

501. Основная формула. Пусть ((х, у, 2) непрерывная функция, ло- 
пускающая непрерывные частные производные. Часто бывает удобно 
ввести производную от (/, взятую мо данному каправлению. Будем 
рассматривать х, у, 2 как прямоугольные координаты точки простран- 
ства, и пусть Г есть некоторое направление, выходящее из точки М. 
В этом направлении возьмем точку М’ на расстоянии й от точки М. 
Производною функции ((х, у, 2) по направлению [, называется предел 

(м) — И(м) 
отношения ММ! , 
жается к точке /М, оставаясь на рассматривасмой полупрямой. Мы для 
краткости пишем (М) вместо И (х, у, 2), причем М есть точка с ко- 
Эрдинатами (х, у, 2). Если углы направления Г. с положительными на- 
правлениями осей равны а, В, |, то имеем: 


когда точка М неограниченно прибли- 


ИМ) — (м) _ И(х-- йсоза, у со8 8, 2-- йсоз1) — И(х, у, 2) 
«ИМ! # й у 


* Аппайе; 4е ГЕсое Могпиие зирётеиге, 1904 и 1905; Аа ташетаинса, 
+ ХХХ, 1908. 
| ** Аса татетаНса, & ХХУШ, 1894; см. также мемуар Кирхгоффа, 
ЗИгипозрейсНе 4ег ВегИпег Ава4ение, 1882. 
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а 
Предел этого отношения, т. е. искомая производная Г › выражается 


по формуле, дающей производную сложной функции, следующим 
образом: 


[в 30 
ЧО сова + > с0$ 8-Е у 6081. (59) 
30 
Пусть МУ вектор с началом в точке 44 и составляющими ух’ эу, 
ап 
Ь соотношение (59) выражает, что р равняется алгебраической ве- 


личине проекции вектора МУ на направление [. Отсюда непосред- 
ственно вытекает, что производные по двум противоположным напра- 
влениям отличаются только знаком. Напомним еще, что вектор МУ 
направлен по нормали к поверхности уровня И (х, у, 2) =С, проходя- 
щей через точку М, в ту сторону этой нормали, где функция О воз- 
растает, и что длина этого вектора обратно пропорциональна отрезку 
нормали, заключенному между двумя бесконечно близкими поверхно- 
стями уровня. Все эти определения, очевидно, прилагаются и к функ- 
ции двух переменных, если заменить пространство плоскостью. 


Пусть теперь 


и 97 


Ри — Ни — Згё 


Мы имеем тождество ($ 497, сноска) 


9 ди 37 
ОЕ (и) — и). (9, 9%) 


3 ( 9 ") 3 й 3и _ ди \ 
5 ду зу “уу а (* 2 _ и) 


справедливое для любых функций и и ч. Если эти функции непрерывны 
вместе со своими частными производными до второго порядка в неко- 
торой ограниченной области О, границей которой является поверхность У, 


то из предыдущего тождества выводим соотношение: 


1] [9Е (и) — иЕ (9) С и и) ауаг-- 
р.) 


+ (> -— —и_- и) агах —..., (60} 


где поверхностный интеграл распространен на внешнюю сторону по- 
верхности Х. Пусть будут а, В, 1 углы, образуемые внешним направлением 
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нормали к У с осями Координат. Интеграл по поверхности тожлест- 
венно равен 


(м ди ди 
> ух 08 Я Ру 0 В созт ) @— 


- |. рока зу 058 — 6051) 4 


Но соза, созВ, —с0$у суть направляющие косинусы направления, 
симметричного направлению внешней нормали относительно плоскости, 
проведенной через основание нормали параллельно плоскости 2==0. 
Согласно выражению, принадлежащему д’Алемару (4’АЧ6таг), мы будем, 
называть эту прямую конормалью к поверхности » в рассматриваемой 
точке. Положительное направление на конормали соответствует направле- 
нию внешней нормали. Коэфициенты при 9 и при и в предыдущих 
интегралах по поверхности представляют соответственно производные 
от функций и ни 9, взятые по положительному направлению конормали. 


аи а9 

Обозначим эти производные через ——, —=., что позволяет переписать, 
ам’ ам ° 

формулу (60) в сокращенном виде: 


[| оеыу— кб ебу | | ( ие 4. (61) 


*/ «1 
р 


502, Способ Вольтерра. Рассмотрим уравнение 


2 2 2 
и, (62) 
9х2 ' ду 928 
правая часть является известной функцией от (х, у, 2). Достаточно 
предположить 2 ==0 и заменить 2 через аЁ, чтобы получить уже из- 
вестное уравнение цилиндрических волн ($ 485). Это уравнение при- 
надлежит к гиперболическому типу, и характеристические поверхности 
являются интегральными поверхностями уравнения в частных производных 


82\2, [82\2 
(=) -- (> —1-=0, (63) 


выражающего, что касательная плоскость составляет с плоскостью 2=0 
угол в 45°. Таким образом конормаль в каждой точке расположена 
в касательной плоскости, и это свойство, как легко видеть, принадле- 
жит только характеристическим поверхностям. Геометрическим местом 
характеристических кривых уравнения (63), выходящих из произвольной 
точки Р пространства, является конус вращения с вершиной в В, ось 
хоторого параллельна оси Ог, а угол при вершине прямой; это ха- 
рактеристический конус. 
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В способе Вольтерра функция Римана заменяется интегралом урав- 
нения Р(и)==0, который обращается в нуль вдоль всего характеристи- 
ческого конуса с вершиной в точке (х., у:, 2). Для получения такого 
интеграла займемся сначала изысканием интеграла, зависящего только от 


РЯ —_—_ 
р» гле = х2-+ у?. Если сделать замену переменных х==хс0$5, 


у==гзш 9, уравнение Е (и) ==0 переходит в следующее (1, стр. 148): 


ди 1 974 1 9 9 
| — — . 
92 у? и р 92 


РА 
Изыскание интеграла, зависящего только от ® —=—, приводит нас 


к диференциальному уравнению 
аи аи 
а? 


(и? —1) 


которое легко интегрируется. Таким образом мы получаем частный интеграл 


[гие й р 
105 р ‚ обрашающийся в нуль в любой точке характе- 


ристического конуса с вершиной в начале координат, если только пе- 
ред 2 взят подходящий знак. Так как уравнение Р(и) = 0 не изменяется 
при произвольном перемещении начала координат, то мы видим, что 


функция 


(64) 


21 —# + И (= — 2) — (х —х} — (У. =») 


о —=108 ( ; : 
У (2: — хе (у, — У 
является частным интегралом уравнения Р(и) = 0, обрашающимся в нуль 
во всех точках нижней полости характеристического конуса, имеющего 
р вершиной точку Р с координатами 
(х., У:, 2,). Эта функция 9 имеет 
разрыв вдоль всей оси этого харак- 
теристического конуса, 

А Предположим, что известны значе- 
ния некоторого интеграла и урав- 
нения (62) и его частных произвол- 

Й ных первого порядка на поверхности 

УХ, и мы хотим вычислить значение 

4 этого интеграла в некоторой точке 
Р(х., у,, 2.) вне У. Предполагая, 

м что эта точка Р расположена над У 

Черт. 88. как это указывает черт. 88, рассмо- 

трим область О, ограниченную ниж- 

ней полостью характеристического конуса А с вершиной Р и частью У 
поверхности Х, лежащей внутри этого конуса. Допуская, что существует 
интеграл уравнения (62), удовлетворяющий условиям Коши и правиль- 
ный в области О, мы сейчас покажем, каким образом можно вычислить 
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значение этого интеграла в точке Р. К двум функциям и и т в области 
О нельзя непосредственно прилагать общую формулу (61), потому что 
функция 9 разрывна вдоль оси конуса, а также потому, что производ- 
ные от 9 разрывны на конусе А. Во избежание этих затруднений мы 
сначала выделим особую линию при помощи пилиндра вращения С очень 
малого радиуса } с той же осью, что и конус, и заменяем конус А ко- 
нусом вращения А’ с той же вершиной и с той же осью, у которого 


половина угла при вершине 9 несколько меныше, чем , э=ч—® а 
затем рессмотрим область О’, образованную частью области О, которая 
лежит вне цилиндра С и внутри нижней полости конуса А’, Обе функ- 
ции ши 9 правильны в этой области О’, а потому можно прилагать 
формулу {61). Поверхность, отраничивающая ДО’, состоит из трех раз- 
личных частей: части У” от У. цилиндрической поверхности ‘>, и 
части конической поверхности, принадлежашей конусу А’. Заменяя в фор- 
муле (61) Р(и) через Й, а р через нуль, получаем 


И аи 49 
С | — 
рем | [24 Ху р: и | (ам чт) 43 + 
5! ы 
49 
э: аи «а “= 


Легко подсчитать, что в точке поверхности конуса А’, на расстотгнии { 
от вершины, имеем 


о а 1 Исо; 20 
х —=1о (с Ф соо Г ое .; 
505 И. 5 ’ ам [ эп ' 
п < й 
когда угол ф стремится к -,-, то 9, А? а следовательно, и двойной 


интеграл вдоль А’ стремятся к нулю *. Двойной интеграл, распростра- 
ненный на поверхность Х, цилиндра, вычислить нельзя, так как нам 


и 
неизвестны значения и и м на этой поверхности. Но можно найти 


предел этого интеграла, когда радиус д цилиндра стремится к нулю. 
В самом леле, за элеменг поверхностн на этом пилиндре мы можем взять 
43 —=@а% 42, причем угол ш изменяется от 0 до 21. В точке поверх- 
ности функция ® имеет вид: 
Ш юх И и Ш? . 
9— 108 [2, —2+ у (2. —2) —1?] — 10 1; 


направление конормали сливается с направлением внутренней нормали 
к цилиндру, и мы имеем 
а аз 1 т 


ау 


* Так как функция о равна нулю на А, то производная от о по произволь- 
ному направлению в касательной Плоскости тоже должна равняться нулю. А ко- 
нормаль как раз лежит в касательной плоскости, 
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а 
Произведение 10 имеет пределом нуль, тогда как м имеет преде- 


лом —-1. Отсюда легко вывести, что предел двойного интеграла, рас- 


пространенного на поверхность цилиндра, равен 
2 


— 2 | У 2) 42, 


2 . 
где 2 — координата точки, в которой ось конуса пересекает поверх- 
ность У. Но когда = и т стремятся к нулю, интегралы, распростра- 
ненные на области О’ и У", имеют пределами сооответственно интегралы, 


распространенные на Ди У'. Итак, в пределе имеем 
га 


` ан аз 
| [егоедуа» = || ам“ чл) 9 2п че у., 2) аг. (65) 
%! 


р 
Беря производные по 2, от обеих частей предыдущего равенства, в итоге 
иаходим: 


19 Г[ аи 49 
Ч нь || |244 || (ам аи) | 69 
71 . . 
р У 


2 


Вспомогательная функция © известна; # и г предполагаются извест- 
ными на ХУ, и следовательно правая часть этой формулы является 
определенной функцией от координат (х., У:, 2.) вершины Р конуса А. 
Таким образом формула (#6) дает решение задачи Коши в предположе- 
нин, что это решение существует, что а рйоп отнюдь не очевидно. 
Итак, необходимо доказать обратное, т. е. что функция и (х., У, =)), 
прелставляемая этой формулой, является интегралом уравнения (62), зна- 
чения которого, так же как н значения его первых производных, стре- 
мятся к данным значениям, когда точка Р стремится к точке поверх- 
ности У. Этот вопрос, который Вольтерра оставил в стороне, был 
изучен д’Адемаром, установившим обратное положение *. 

Если поверхность Х, несущая данные, является характеристической 
поверхностью, то направление конормали в каждой точке лежит в ка- 
сательной плоскости к поверхности. Если задается значение функции и 


Чи 
в каждой точке ХУ, то этим самым значение ям тоже известно. Таким 


образом интеграл определен, если известно его значение вдоль некоторой 
характеристической поверхности ($5 494). 


ПРИМЕР: Предположим, что поверхность У есть плоскость = = 0 и что, кроме 
того, 2==0. Требуется найти интеграл уравнения Р(и)==0, зная, что при #=0 


и 
ой обращается в функцию }(х, у), а ка обращается в $(х, у). Мы ограннчимся 


вычислением значения этого интеграла в точке Р (^4, у+, 21), у которой координата 
2. положительна. 


* оигпа! ае Шонише, 5-е звпе, 1. Х, р. 181--207. Юеп@сонн ае! Сгсоо 
таетаНсо 4 Ра[егто, 4. ХХ, 1905.—По всем вопросам, относящимся к уравне- 
ииям гиперболического тина, см. работу Адамара (Надатага), Гесбихгез оп 
Сацсву’з ргоМет зв Ппеаг рагЧа! Ч етепНа] едиавопз (Уже Ошоетзйу Ргезз, 1923, 
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В каждой точке плоскости 2 —=0 направление конормали параллельно Ох, и 
следовательно на той части плоскости ху, которая входит в вычисление интеграла, 
мы должны взять 


аи 
и— Ух, у). дм = У 


С другой стороны, на плоскости ху имеем: 
и Ив 9 = — | 
= 05 , 
г ам — И — р. 


Областью интегрирования здесь является круг радиуса 2, с центром в точке с ко- 
ординатами (х:. у,) в плоскости 2 ==0. Откидывая индексы, мы можем переписать 
формулу (66) в таком виде: 


за; | | о: ии, “В+: р В. Ча 2}. (67) 


где ® — (а— х): -- (8 — у}, а двойной интеграл фаспространяется на круг Г ра- 
днуса 2 в плоскости ху, с центром в точке (х, у). При переходе к полярным ко. 
ординатам первый двойной интеграл превращается в 


[оз (НИР ®) не, ра = 
г 


В) 
2:. 


2 
= | 48 [5 (аи) $ (Хх гс0$0, у кз 9) к 4х. 


г 


Интеграл в правой части равномерно сходится (1, $ 100), если функция $ огра- 
ничена, и можно прилагать обычную формулу диференцирования, что дает для 


[ 
<® следующее выражение: 


9: 


22—72 


2= 
9/ [м ной у Уу-- из 9) [| да 43 
32 ^ Ау 


Ир р. 


Достаточно заменить 2 через Ь чтобы вновь получить формулу (20) $ 485, в ко- 
торой положено а==1. 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Изучить движение колеблющейся струны, зная, что при Ё =-0 опа имеет 
форму дуги параболы, симметричной по отношению к перпендикуляру в сере- 
динс отрезка, соединяющего концы, и что начальная скорость в каждой точке 
равна нулю. 
2. Р Копи дл авнени 922 Г 92 

. Разрешить задачу Коши для ОО 
р ` УР дл? 298 
тод $ 489. 


‚ 92 
Если начальные условия таковы: 2 = их), 3728 (0%), при Ё—0, то нола- 


‚ прилагая общий мс- 


: 922 
гая ха =, х — ай 1, получаем новое уравнение == 0, а начальные 


условия переходят в следующие: вдоль пм $  =1 мы голжны иметь: 


„9 
216) УЕ +, = 35 
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3. Разрешить задачу Гюгонио (сноска, на стр. 109—110), предполагая 


“Р= + 108 (1 -- р), ЛЧ) ав. 


Какова должна быть функция }(2) для того, чтобы поверхность $ была конусом? 
4. Способом последовательных приближений установить формулу Коши 
{П, $ 401), 


х 
у= 4) 9» а) аа 
х. 
для интеграла линейного уравнения Р(у)=}(х), который при х-= ж обращается 
в нуль вместе со своими п— 1 первыми производными ($ 495). 
Указание. Пишем уравнение в виде 


апу п- 
(мая +. ау) Аб ЪРАУ 9-69 


хп 


и замечаем, что искомый иитеграл удовлетворяет интегро-диференциальному 
уравнению 


руна | Е; [у ($)] 45 -- ее 1 (8) 5, 


что позволяет разложить его по степеням }. Таким образом для этого интеграла 
находим выражение: 


х 


ую) = \ А ана (х ОР 6 О... т ви (х, Э+..., 


о 
. («фи й 
в котором 2 (х, ==> г, а следующие коэфициенты получаются посред- 
ством рекуррентной формулы 
х 
° (х — $7} 
т (№ В = #9! Ру [8т-з ($, #)] 45. 


# 
5. Уравнение Римана. Функция Римана и (х, у; +, п) для уравнения 
ум, вм 
дхду худ’ хх уду — 


имеет вил; 
‚ —ж-# 3 | при, 
их = -9 Е [№ в, 1, © О в- 1) 


причем Р обозначает гипергеометрический ряд (П, $ 413) (см. Дарбу, Теория 
поверхностей, т, П, стр. 81 и следующие). Можно также обратиться к стать 
Жамэе (Латеф (ВиЛейлп 4ез 5с1епсез таёйетайднез, 2-е звпь, 1, МХ, 1895, р.2(8. 


ГЛАВА ХХУИ. 
ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА. 


1. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА. 


503. Общие свойства*. Уравнению Лапласа принадлежит такая жё 

роль в изучении линейных уравнений эллиптического типа, как урав- 

и 

9хду 

возникающие в связи с новым уравнением, совериенно отличны от Тех, 
которые изучались нами до сих пор. 

Функция #(х, У) двух действительных переменных х,‚у называется 
гармонической в области Ш, если она правильна в этой области, т. е. 
непрерывна вместе со своими частными производными до второго по- 
рядка, и если она удовлетворяет во всякой точке этой области уравне- 
нию Лапласа, которое мы напишем, опуская индекс, в виде: 


— 0 в теории уравнений гиперболического типа. Но задачи, 


нению 


32 92и 


й — — =— 
9х? ТТ ду? 


{1) 


Действительная часть функции /(2) переменного &=х--Фу голо- 
чорфной в некоторой области Д, является гармонической фуикцией 
в этой области (П, 5 261). Обратно, к каждой гармонической функции 
и(х, у) можно подобрать другую функцию ? (х, у), определенную с точ- 
ностью 10 аддитивного постоянного и удовлетворяющую двум соотно- 
шениям **; 

90 9 0 9 


д ду’ ах 


, (2) 


* При редактировании этой главы я широко пользовался ТтаН6 ’Апа[узе 
Пикара, в частности главами |, Ш, Х 2-го тома. 
** Пусть ий и м — два взаимно перпепдикулярных направлелия, причем угол ие 


имест такое же расположение, как угол ХОу; если через я обозначить 


-и- 
Ч а 
произзодные, взятые в точке т по этим направлепиям, то соотпошения (2) можно 
заменить эквивалентными им соотпошенпиями: 


Чи _ а. аи а 


а’ а’ а’ (а) 


Легко провести и прямое доказательство, ио достаточно заметить, что 500т- 
пошения {2а} согласно их значению в теории функций не изменяются при по. 
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так что и-- № будет аналитической функцией от х-|-2у. Эта функ- 
ция 9 (х, у) также является интегралом уравнения (1); кроме того, она 
однозначна и правильна в области ДО и, следовательно, представляет 
гармоническую функцию внутри 0), если эта область ограничена 
простым контуром *; функция же и-- голоморфна в этой области. 
Эта связь с теорией функций комплексного переменного позволяет 
легко вывести некоторые важные свойства гармонических функций. 
Так, мы сейчас покажем, что всякая гармоническая функция есть 
аналитическая функция переменных х и у в том смысле, который мы 
приписали этому термину (1, $ 197). Пусть и (х, у) — правильная функ- 
ция внутри круга С радиуса Ю, описанного из течки (%, Уз) как центра; 
то же самое имеет место для ® (х, у), и, следовательно, /(2} = и-!: 0 есть 
голоморфная функция от = внутри этого круга. Итак, внутри С имеем: 


(а) = а а (2 — 2)... а, (2, — 2)" ...; хо У, (3) 


где коэфициенты @а„, вообще говоря, комплексные числа. Заменим 2—2 
через х— х,--2 (У-—У0) и отделим действительные части от коэфи- 
циентов при Ё в ряде (3); и(х, у) представится в виде целого ряда 
с двойным входом: 


и(х, У) = Ува (х — хор (у — У. (4) 
4 


Равенство (3) доказывает,что и (х, у) равно сумме этого двойного ря- 
да, если сгруппировать вместе все члены одинаковых степеней по (х — х.) 
и (У— 5). 

Но этого недостаточно для доказательства абсолютной сходимости 
ряда. Для доказательства этого существенного свойства необходимо по- 
казать, что ряд остается сходящимся при замене каждого члена его абсо- 
лютной величиной, если только |х—х,| и |у-—-уУ5| достаточно малы. 

Но, собирая все члены степени ив ряде (4) и полагая а„==а„-|-,, 
имеем: 


ОНИ 
о ео ый... | 
--, [обе И жи —... |. 


вороте осей на любой угол; зиачит, достаточно повернуть их так, чтобы сделать 
параллельными направлениям и и тё. 

Вообразим, что точка т описывает замкнутую кривую С в положительном 
направлении; если за направление т принять направление кссательной, совпада- 
ющее с направлением движения, то т! будет направлением внутренней пормали 
ти и соотношения (2а) примут вид: 


аи _ а. 4и _ 45 2 
4$ ЦП’  @5'’ (25) 
а а 
где через с _и -_ обозначены производные по этим двум направлениям. 


95 ап 

* Если область О ограничена несколькими отдельными кривыми, то функция 
(ху) может быть многозначиой. Возьмем, например, функцию 06-2; действи- 
тельная часть является гармонической вне некоторого круга, описанного из на- 
чала координат, между тем как коэфициент при { допускает период 2г. 
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Ясно, что если заменить каждый член его абсолютной величиной 
то полученная сумма будет меньше, чем ' 


а, {х— ж|-Р|У—фм |}. 
Если Ю есть радиус сходимости целого ряда (3), то ряд 


Уи 


<ходится при условии, что г« А, и, следовательно, ряд (4) сходится 
абсолютно, если только 


[х— м-н у — < К, (5) 


т. е. если точка (х, у) находится внутри квадрата, который легко 
определить. 

Из этого важного предложения вытекает целый ряд следствий, со- 
вершенно подобных тем, которые были выведены для аналитических 
функций комплексного переменного. 

Так, все производные функции, гармонической в некоторой области 
О, суть аналитические функции, правильные в этой области; они являются 
также гармоническими функциями, в чем легко убедиться, диференцируя 
уравнение (1). Если две гармонические функции совпадают на некоторой 
площади, как бы мала она ни была, то они тождественны, так как во 
всякой точке данной площади все их частные производные равны, и 
здесь можно было бы повторить для аналитического продолжения гармо- 
нической функции все, что было сказано по поводу функций комплекс- 
ного переменного (т. П, ч 1, гл. ХУ. Мы не будем к этому возвра- 
щаться #. 


* Всякая гармоническая функция, будучи аналитической функцией от хи у, 
может быть определена для комплексных значений этих переменных, так же как 
она определена для действительных значений, если только известен один эле- 
мент этой функции (т. ИП, ч. 1, $ 335). Отсюда получаем интересное следствие. 
Пусть }(2) голоморфная функция комплексного переменного 2 —=х +- ру в окрест- 
ности точки 20 = - 2, 


(== 90 В... НВ) @ — а"... 


Действительная часть и (х, у) функции }(2) представляется в этой области 
рядом 


— < -- Вл . 
ин У и эр + 
п=] 
а, — Вн В 
+" Еж Нур} 


2—4 2—5 . 
х—№ 5У— : ла эта прим : 
По замене х — ху через 5 У через —5; ормула э римет вид 


90 - №. 
ге 


- — 1 
и(ю+ 5%, о) 5+5 


это соотношение, определенное для значений |2 — 2%] < Ю, очевидно, сохраняет 
силу во всей области существования {(2), поскольку оба члена являются анали- 
тическими функциями от 2. В частности, если и (х, у) представляет рациональную 
или алгебраическую функцию от (х, у), то (=) есть такая же функция от 2. 


1 э. Гурва, т. И, ч. 1. 
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Совокупность членов н-Й степени ряда (4) ‘имеет вид: 


Суб" с0$ по —- С.0" эт и, 
где положено: 
Х — 0 ==06050, у— у =озшо. 


Отсюда ясно, что гармонический ‘однородный многочлен самого 
общего вида п-Йй степени от х—х, у— у, зависит только от двух 
произвольных постоянных Су и С,. Из общего вида членов ряда (4) 
вытекает также, что гармоническая функция не может иметь в точке 
'Хо, У) НИ максимума, ни минимума. В самом деле, если разложение 
в ряд #и(х, %)--#(Ху, Уз) начинается с членов и-й степени, то сово- 
купность этих членов имеет вид: 


0 (С, сов из -- Сьяш 4) 


и меняет знак для и различных значений ф*. 

Исследование изолированных особых точек однозначной аналитической 
функции (т. Н, $ 300) позволяет вывести общее выражение гармонической 
функции в области изолированной особой точки. Пусть #(х, у) — гар- 
моническая функция, правильная во всякой точке внутри круга С 
с центром А (а, №}, за исключением, может быть, самой точки А. При- 
соединяя к ней гармоническую функцию 


я, У 


" = ди 9 | 
© (х, У) = | у Ро 6 
Хо У 


где интеграл берется от точки (ху, У) круга С отличной от центра, 
получим аналитическую функцию и-- № комплексного перемениого 
2 =х +, не допускающую внутри круга С особых точек кроме точки А; 
но эта функция не является обязательно однозначной, так как функ- 
ция 9(х, у) кожет иметь период при обхоле в положительном направ- 
лении вокруг центра. Пусть этот период, который должен быть непре- 
менно действительным, равен 2п1; разность 


и-- № — аГор (2 — 2), 


где 
2,=а- #6, 


есть однозначная функция а/(2) в области точки 2. которая не может 
допускать в этой области другой особой точки, кроме самой точки 2х. 
Итак, имеем 


ея = (2—-2,) е/2) == Е (2), 


* Точка (хо, Мо) кривой и (х, у) = и(х %) может быть только обыкновенной 
или кратной точкой, в которой кривая имеет различные касательные, но ни 
в коем случае не изолированиой точкой и не точкой возврата, 
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причем Р(2) — также однозначная функция в окрестности точки 25, не 
имеющая в этой области другой особой точки кроме 2, и отличная от 
нуля во всех остальных точках области. Следовательно, 


#(х, у) =4108 |Р (2), (а) 


и, обратно, из всякой однозначной функции Р(2), обладающей указан- 
ными свойствами, можно получить при помощи вышеприведенной фор- 
мулы функцию, гармоническую в окрестности точки А за исключением, 
быть может, самой точки А. Формула (а) непосредственно распростра- 
няется на случай, когда функция 9(х, у) Также однозначна. 

Все изложенное позволяет легко вывести некоторые элементарные 
теоремы Пикара*. 

Пусть и (х, у) — гармоническая функция, правильная в области О 
за исключением, может быть, одной точки А этой области, вблизи 
которой известно только, что абсолютное значение этой функции меньше 
некоторого постоянного числа. Функция Р (2), которая входит в фор- 
мулу (а), не может допускать точки А ни в качестве существенно осо- 
бой точки, ни в качестве полтоса, ни в качестве нуля, так как при всех 
этих прелположениях абсолютное значение 10° |Р(2)| превосходило бы 
любое заданное число вблизи точки А. Отсюда следует, что в окрест- 
ности точки А фускция Е (2) представляется рядом Тейлора, начинаю- 
щимся с постоянного, отличного от нуля члена; функция 10#{Р(2)} 
также голоуорфна вокруг этой точки, и действительная часть и (х, у) 
функции а [0в{Р(2)} является правильной в окрестности точки А н, 
следовательно, в0 всей области О. Это — первое предложение Пикара.: 

Во-вторых, предположим, что абсолютное значение и (х, у) бесконечно 
возрастает по мере того, как расстояние Г точки (х,у) от точки А 
стремится к нулю. 

Это не может произойти ни в том случае, если точка А существен- 
но особая точка для Р (2) (т. П, ч. 1, $ 300), ни в случае, если это обык- 
новенная точка / (2), не являющаяся нулем. Следовательно, необходимо, 
чтобы 20 была полюсом или нулем функции Р (2), которая имеет вид 
{2 — 25)" (2), где т — целое число, положительное или отрицательное, 
а 9(2) — голоморфная функция, не обращающаяся в нуль при 2=4. 
Тогда 

и(х, у) =а [т юз" -- 108 |3 (2), 
т. е. 
п(х, У) = Кюзг- И, 
где И — гармоническая правильная функция в точке А. В этом и состоит 
вторая теорема Пикара. 

В первом случае функция Р (=) правильна в точке А и не обращается’ 
в нуль в этой точке. Во втором случае точка А есть полюс, или нуль, 
функции Е (2). Когда точка А является существенно особой точкой Г (2), 


* Э. Пикар, Некоторые элементарные теоремы, относящиеся к гармони- 
ческим функциям (ВиЦеНя ае а Зое тайеётандие а4е Егапсе, Е Ш, 1924, 
р. 162). См. также вт. 176 СотрЁез Юеп4и$ (1923) различные заметки на эту 
тему Пикара, Лебега и Булигана (ВоиИвапа). 
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функция и#(х,у) неопределенна в этой точке. Например, если взять 


1 
1 х 
Е(2) =е?2, то начало есть точка неопределенности для # (х, у) же -ру 


Большинство других свойств гармонических функций, которые сейчас 
будут доказаны, могло бы быть точно так же выведено из теории функ- 
ций комплексного переменного. Тем не менее, они будут доказаны 
непосредственно так, чтобы можно было распространить доказательство 
на случай трех переменных. Но прежде заметим, что к гармони- 
ческим функциям можно применить замечания, сделанные раньше отно- 
сительно линейных уравнений ($5 483). Так, из каждого решения уравне- 
ния (1), зависящего от одного или нескольких параметров, можно 
получить путем диференцирования и квадратур бесконечное число других 
решений. 

Среди известных решений важную роль будет играть функция 

— 108 г, где г— расстояние между двумя точками (х, у) и (а, 5), завися- 
щее от двух параметров а и 6. 

Частные производные от Ц по какому-нибудь из переменных а, 6, х, у 
также представляют гармонические функции; то же имеет место и для 
всякой линейной комбинации этих производных, коэфициенты которой не 
зависят от хи у. Пусть, например, Г, — некоторое направление, вы- 
ходящее из точки (а, 6) и образующее угол Ф с направлением отрезка, 
соединяющего точку (а,8)} с точкой (х, у). Производная от 108 г, взятая 
по этому направлению, рассматриваемая как функция параметров а иф, 
есть новая гармоническая функция переменных х и у, так как она 

, 81027 9108г 
представляет собой линейную комбинацию производных о в” 


с постоянными коэфициентами. Эта производная имеет вид 


| 4 е 059 
д т.е. — 
г 4’ 7’ 
. с05 ф 
{1, $ 84); чтобы непосредственно убедиться в том, что есть гармо- 
у 


ническая функция, достаточно заметить, что это — действительная часть 


функции е® ‚ где 9 — аргумент, соответствующий направле- 


#—а—& 
сз 
нию Ё. Очевидно также, что и ‚ гдеф-— угол межлу направлением 
Га 


отрезка, соединяющего (х, у) с (а, 8), и постоянным направлением А, не 
зависящим от точки (х, у), является гармонической функцией, так как 
это выражение с точностью до знака равно производной по направлению 
А от 102 г, рассматриваемого как функция от х, у. 

Заметим еще, что всякое точечное преобразование, сохраняющее 
углы неизменными, преобразует гармоническую функцию в новую гар- 
моническую функцию. Это свойство уже было неявно установлено 
(П, $ 275 Упр., 1565 Упр.). 

504. Равиомерно сходящиеся интегралы. Во избежание излишних 
повторений мы прежде всего докажем одно свойство некоторых интегра- 
лов, на которое часто придется ссылаться. 
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Пусть вообще и {М,Р) — функция координат дзух точек М и Р, 
каждая из которых может описывать определенную область, причем и 
непрерывна для всех систем взаимного расположения этих двух точек, 
за исключением случая, когда обе точки совпадают; таково, например, 


 ( 1,Р) 
М В*= 


выражение вида ‚ ге (М, Р) непрерывна, а & — положительное 


число. Сначала предположим, что точка /М описывает определенную 
плоскую кривую С, тогда как точка Р может занимать любое положение 
на плоскости. Интеграл 


И(Р) = [ и(М, Р) 45, 
С 


взятый в предположении, что точка Р неподвижна, а точка М описывает 
дугу С, есть непрерывная функция координат точки Р, пока эта точка 
не находится на кривой С (ЁЬ $ 98). Когда точка Р совпадает с точ- 
кой М, кривой С, интеграл У (М;) может иметь смысл, хотя он имеет 
бесконечный элемент, но наличие этого бесконечного элемента ие позво- 
ляет без дальнейшего исследования утверждать, что интеграл непрерывен 
в эт\й точке, т. е. что ((Р) — ((/5) стрехится к нулю вместе с рас- 
стоянием МР. 

Мы будем говорить, что интеграл С(Р) равномерно сходится в 
окрестности точки М, кривой С, когда выполнено следующее условие: 
для любого заданного положительного числа в, можно найти на дуге С 
такую дугу С’, содержашую точку Му, и такое положительное число р, 
что для всякой точки Р, взятой внутри круга с, радиуса р, описанного 


из точки /М, как центра, абсолютная величина интеграла \ # (М, Р) 45 бу- 
г 


дет меньше, * чем в. Если выполнено это условие, то для доказатель- 
ства того, что 0(Р) — И (Му) стремится к нулю вместе с М,Р доста- 
точно воспроизвести классическое обычно применяемое рассуждение. 
В самом деле, можно написать; 


И(Р) — И(М) = ЦР) — Им 1 ОР) — ЧМ, 


где через (и И” обозначены интегралы, взятые по дуге С’и по дуге 
С" = С— С. Если дугаС' и число р выбраны, как только что было указано, 
то абсолютные величины (/ (Р)и ('(М,} меныше в, когда Р находится вну- 
три с,. Но так как р может быть заменено любым меньшим положитель- 
ным числом, то можно считать, что дуга С” находится целиком’ вне с, 
Тогда интеграл (/”(Р) есть непрерывная функция внутри этого круга с, 
Выберем такое положительное число р' = 0, чтобы было 


С" (Р) — Ц" (М, < в, 
когда М,Р<р’. Очевидно, что будем иметь также 
19 (Р)— М < 33, 


когда М.Р будет меньше р. 
Определение интегралов, равномерно схолящихся в окрестности точки, 
распространяется на двойные и тройные интегралы. 
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Вообразим, что точка Р может занимать любое положение в про- 
странстве, между тем как точка М вынуждена оставаться на поверхно- 
сти У. Мы будем также говорить, что поверхностный интеграл 


И(Р)== Ми (М, Ра 


«<: 
$ 
= 


равномерно сходится в окрестности точки М, поверхности У, если при 
заданном положительном числе = можно найти на поверхности УХ такую 
часть %!, охватызаюшую точку Му, и такое положительное число р, что 
для каждой точки Р, взятой внутри сферы радиуса р с центром в точке 
Мо абсолютная величина интеграла 


им, 2) 48 


У 
у 


будет меньше =. Наконец, если точка Л сама описывает трехмерную 
область О, мы будем говорить, что тройной интеграл 


(Ри (М, Во 


равномерно сходится в окрестности точки М, области О, если при за- 
данном положительном Числе $ можно найти такую область 0’, заклю- 
чающую внутри себя точку Му, и такое положительное число 0, что 
для всякой точки Р, взятой внутри сферы радиуса р с центром М, 
абсолютная величина тройного интеграла 


(и (м, Р) 49 

"р! 
будет меньше =. Не изменяя ничего в рассуждении, проведенном выше, 
можно для последних двух случаев доказать, что ((Р) непрерывна 
в точке /Мь. 

505. Логарифмический потенциал. Из частных интегралов уравнения (1), 
приведенных в конце 5 503, можно путем квадратур получить беско- 
нечное множество других гармонических функций. Сначала мы будем 
исследовать только функции, представленные в виде определенных инте- 
гралов, взятых влоль некоторой кривой С. Относительно кривых С, о 
которых будет итти речь в дальнейшем, мы делаем следующие предпо- 
ложения: допустим, что они состоят из конечного числа таких дуг, что 
координаты точки, описывающей кажлую из этих дуг, являются непре- 
рывными функциями одного параметра, лопускающими непрерывные 
производные. Эти условия, очевидно, выполняются для кривой, состо- 
ящей из конечного числа аналитических дуг (1, $ 198), но в интересах 
теории не следует ограничиваться только этим случаем. 

Пусть м — некоторая функция, принимающая определенное значение 
в каждой точке /М кривой С и изменяющаяся непрерывно с изменением 
положения этой точки, например, непрерывная функция дуги $, отсчи- 
тываемой от произвольной неподвижной начальной точки. 
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Определенный интеграл 


и \ июл а, (6) 
ё 


где г— расстояние переменной точки /М кривой С от определенной 
точки Р плоскости, и где 45 существенно положительно, представляет 
гармоническую функцию координат (а, 6) точки Р во всей области, не 
заключающей никакой точки кривой С. Это вытекает из свойств 1089 г 
и из обычной формулы диференцирования под знаком интеграла, кото- 
рая здесь применима, так как интеграл (6) и те интегралы, которые 
из него получаются путем диференцирования, не имеют бесконечных 
элементов. Эту функцию У называют логарифилческим потенциалом 
простого слоя (гл. ХХУШ). 

Функция ИУ (а,6) непрерывна на самой кривой С. Достаточно до- 


казать, что нитеграл \ #108 (0) 4 равномерно сходится в окрестности 


точки М кривой С. "Примем за начало точку №, за оси хиу— 
касательную и нормаль в этой точке, и пусть С" -- малая дуга кривой С, 
изображаемая уравнением у=Их), где х изменяется от—-й до-й, 
причем Й есть положительное число, столь малое, что дуга С' находит- 


1 
ся внутри круга радиуса 5, описанного из начала как центра. Пусть 
с, — концентрическая окружность радиуса р = й, а Р (а, 6) — точка вну- 
три с, Расстояние г точки Рот точки М кривой С' меньше единицы; 


обозначая через Н верхний предел выражения |4 И! - 1"? (х), взятого 
на отрезке кривой С, заключающем дугу С', получим: абсолютная ве- 
личина интеграла 


| 1.19 г 45$ 
С 
меньше чем 


—* 


-Я 
| 5 [Умов акк) 16 (|х— а) ах, 
ы -в 


где а заключается между —йи--й, а последний интеграл в свою оче- 
РГ 


редь меньше чем —2н\ 10 (#) АЁ и стремится к нулю вместе с й. Легко 
о 

распространить доказательство на случай, когда М, — угловая точка 

кривой С. Напротив, когда точка Р пересекает кривую С, переходя с 

одной ее стороны на другую, частные производные функции У претер- 

певают разрывы непрерывности, которые будут рассмотрены ниже 

(гл. ХХУШ). 


| р 
Заменяя в формуле (6) 105 г через : с0$ (’,^), где соз (>, Х) обозначает 


косинус угла между направлением МР и произвольным направлением, 
исходящим из точки М и не зависящим от положения точки (а, 6}, мы 
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снова получаем гармоничеекие функции, ибо, как мы уже отмечали, 
это выражение представляет гармоническую функцию от (а, 6), каково 
бы ни было положение точки М. В частности, если взять одно из 
направлений проходящей через М нормали к контуру С, то получим 
логарифлиический потенциал двойного слоя: 


с05 $ 


и 45; (7} 
злесь Ф-—-угол между направлением МР и выбранным направлением 
на нормали, проходящей через /М; есть также гармоническая функция 
коордииат точки Р во всей области, не заключающей ни одной точки 
контура С, но она разрывна, когда точка Р пересекает контур, по ко- 
торому производится интегрирование. Чтобы исследовать этот разрыв, 
предположим, что С представляет замкнутую кривую без двойных точек 
и что берется внутреннее направление нормали. 


59 
° 


со 
Если и постоянна, то интеграл 45, к которому мы приходим, 


С 
имеет геометрическое значение, которое наглядно обнаруживает разрыв. 
В самом деле этот интеграл равен интегралу 


8 [| (х— а) 9—0 в 4х 
пас | фа ' 


ха _ 
С 


взятому вдоль С в положительном направлении. Это можно проверить 
при помощи формул 4х = 4550$ |’, ду=— 45 соза', где аи "— 
углы (отсчитываемые от 0 до п) между направлением внутренней нор- 
мали и осями Ох и Оу (см. стр. 154). 

Достаточно рассмотреть бесконечно малый треугольник РИМ! где 
М и М' — две бесконечно близкие точки на С, чтобы убедиться, что. 
05 9 


4$ равен взятому с соотвегствующим знаком углу 4%, под которым 


виден элемент дуги ММ’ из точки Р. 
5Ф 


со 
Следовательно, интеграл | 45 равен 2п, когда точка Р нахолит- 
С 


ся внугри контура С, и нулю, когда точка Р — внешняя по отношению 
к этому контуру. 

Если Р — обыкновенная точка контура, то этот интеграл равен п; 
в угловой точке контура он равен углу @, под которым пересекаются 
две касательных, отсчитываемому от О до 2п в соответствующем на- 
правлении. 

Исследования этого частного случая достаточно, чтобы показать, 
что интеграл (7) не является равномерно сходящимся вблизи точки /№ 
контура С. Вообразим, например, что точка М, — обыкновенная точха 
кривой С, и пусть С'— весьма малая дуга, на которой расположена 
точка /; если пренебречь изменением м ва протяжении дуги С’, то. 
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С0$5 
очевидно, что интеграл \ поз 4$ для внутренней точки Р контура С, 
[6 Га 


весьма близкой к точке М,, почти равен п, ==тпи(М,), в то время 
как для самой точки Мо значение интеграла мало отличается от нуля. 


Но интеграл 
^ 


КР) = \ (ив) 


С! 


С0$ $ 


"4 (8) 


равномерно сходится в окрестности точки Му. В самом деле, возьмем 
дугу С' столь малой, чтобы во всякой точке М дуги С’ было: 


[в (м) — (45) |<. 
Для любой точки Р вблизи М, абсолютная величина интеграла 


и 
С' г 
лана меньше любого заданного числа, если взять дугу С' достаточно 
малой. Следовательно, интеграл Г (Р) непрерывен в точке М. 

Принимая это во внимание, обозначим через И, значение интеграла 
(7). когда точка Р совпадает с М,, и через » и „ — предельные 
зиачения № (Р), когда точка Р стремятся к точке /М, оставаясь вну- 
три или вне контура С. Если М, — обыкновенная точка контура, то 
(Мо) = И —пщ; с другой стороны, предел /(Р)} равен У, — 2п о 
или Т„, смотря по тому, стремится ли точка Р к М;, оставаясь вну- 
три или вне контура. 

Принимая во внимание, что Г(Р) непрерывна в точке ИМ, имеем. 
два равенства. 


45 меньше, чем 2пз и, следовательно, может быть сде- 


— 17 —_ 17 
И — про = Ир — 21, = И», 
откуда получаем основные соотношения: 
р) — —_ . 
Тю = тн» И =, —тпн,. (9) 


В угловой точке, где касательные образуют угол а, эти соотноше- 
ния должны быть заменены следующими: 


У = И -| (2п-ащ, „= — а. (9') 


596. Вторая формула Грина. В частном случае уравнения Лапласа 
общая формула (41} 5 497 принимает простой вид: 


, а им а 
А — 9, ( (2 $8). 


Если функции Ф и Ф правильны в области ДР, ограниченной замк- 


нутым контуром С, то на осиовании первой формулы Грина (1, $ 123). 
имеем: 


уеее-ью зо [-ерь-у-нре 
[9 
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тде криволинейный иитеграл взят в направлении положительного об- 
хода контура С. Пусть а и В — углы (отсчитываемые от 0 до п), ко- 
торые образует с осями координат положительное направление каса- 
‘тельной МТ к контуру С, а’и В’ — углы, образуемые направлением 
внутренней нормали ММ с этими же осями. Очевидно, имеем: 


с0$ а с0$ а' -|- с0$ В с0$ 3’ =0 


С другой стороны, предположим также, что через точку М кон- 
тура С проведены две полупрямые Мх’ и Му’, соответственно параллель- 
ные Ох и Оу; вращение, которое приводит Мл’ в совпадение с МТ, 
приведет также Му’ к совпадению с ММ, следовательно, имеем с0$ В! —= 


=с0$ а, откуда соз а' = — с0$8. 
Следовательно, в криволинейном интеграле можно заменить 4х через 


60$ В" 45 и 4у через — с0$ @ 45, и предыдущая формула примет вид: 


м . у. эх. 
|| (м — 9%#) 4х 4у = | (** с0$2'—- воз 8 ) 45 — 


. 


с 

на ыы) 

еее соя 45. 
с 


92 90 9 р 
„Но —* соза! = с0$ 8', = с05а' -® с0$ 3’ в точности представляют 


4 а 
{5 501) производные 9? 4$ взятые по внутренней нормали, и мы 


ап’ ап’ 
‘таким образом получаем новую формулу Грина: 
4 4 
(+ ен =. (10) 
р С 


Заметим раз навсегда, что в этом и во всех подобных интегралах 
‚45 существенно положительно, и потому нет нужды оговариваться в 
каком направлении обходится контур. Контур может состоять из от- 
дельных замкнутых кривых, но направление внутренней нормали кон- 
тура всегда то, которое проникает в область 0); оно совпадает с 
направлением внешней нормали к геометрической кривой, когда послед- 
няя ограничивает область изнутри. 
Важно также отметить, что формула (10), в которую входят произ- 
42 $ 40 9% 
водные -,’, -—^, предполагает, что частные производные —, —.. 
й"т’ ап дх’ 9х’ °° 
имеют конечные значения на контуре. Когда говорят, например, что 
9 имеет конечное значение в точке /М контура С, то это означает, 


я 


” 


9 р 
‘что значение в точке 72 области О, лежащей на прямой, проведенной 


из М параллельно Ох, стремится к пределу, когда т стремится к /М; то 
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же относится и к другим производным. Эти условия, конечно, с0- 
блюдены, когда ф и Ф правильны в некоторой области, внутри кото- 
рой расположен контур С, однако последнее условие не является необ- 
ходимым: мы можем не делать никаких предположений относительно 
поведения функции © и Ф вне контура. 

Из общей формулы (10) можно вывести несколько важных частных 
формул. Если Ф и ®Ф— две гармонические функции в области О, то 
формула (10) примет вид: 

(и -у) 45 —=0, (11) 
у 


где фи Ф заменены через Ци И. 
Положим, далее, что ф=— 1, и заменим Ф гармонической функцией {7 
или квадратом гармонической функции (72; тогда получим две новые формулы 


и «= (12) 


ТАУН [4 “у быв $=0. (12615) 


Первое из этих соотношений характеризует гармонические функции, 
так как левая часть его па осповании общей формулы (10) равна 


—\\ АИах 4у, и следовательно, каков бы ни был контур С, интеграл 


р 
{12) может равняться нулю только в том случае, когда имеем тожде- 
ственно АЙ=0. 

507. Приложения к гармоническим функциям. Пусть Р— точка обла- 
сти О с ‘коорлинатами (а, 2), ((х, у) — гармоническая функция в этой 
области. Положим ИУ ==1097, где через г обозначено расстояние точки 
р от переменной точки (х, у}, и применим общую формулу (11) к об- 
ласти О’, ограниченной контуром С и кругом |, описанным из Р, как 
центра, радиусом © столь малым, чтобы круг целиком нахолился вну- 
три О. 

Так как функции Ци У правильны внутри 0’, то имеет место 
равенство: 


41057 аи \ 4105г ай 
— — — — а 
(о Е Е) 4 , (о Яя Юки) 5, 
с 


| 


а 
гле производные „. вдоль круга | взяты по его внутренней нормали. 
Следовательно, криволинейный интеграл вдоль ] не зависит от радиуса р, 
а потому, чтобы определить его величину, достаточно найти прелел его 
при 2=0. Вторая часть этого интеграла может быть написана в виде: 
2« 


а0 
океан 
о 
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и, очевилно, стремится к нулю вместе с р. Что же касается первой 
части, отметим, что вдоль { имеем: 


4105г _ 1 
4 — 


ы 45 = 04%, 


И интеграл может 6 ть написан в виде: 
2= 
— (Иа, таз, 
5 


где = бесконечно мало вместе с р. Следовательно, искомый предел равен 
— 210 (а, 65), 


и мы получаем основную формулу: 


а | 
(а, = с | (ое, — ти") 45, (13} 
С 


а 
причем производные „, всюду взяты по внутренней нормали. 


Едва ли нужно указывать на аналогию между полученным здесь ре- 
зультатом и основной формулой интеграла Коши (П, 8 291), из кото- 
рой, впрочем, можно вывести нашу формулу (13} (упражнение 1). 

Если контур С представляет собою окружность радиуса Ю с центром 
в Р, то вдоль всего контура имеем: 


Фок" 1 
а ВЮ 


105 7=108 А, 


и, принимая во внимание равенство (12), получаем формулу среднего 
значения Гаусса: 


— 28 п 


Иа, 9—1 фо | оф, (14) 
С 0 


где (7($) — значение О на конце радиуса, образующего угол Ф с про- 
извольным постоянным нанравлением. Отсюда легко вывести, что гармо- 
ническая функция не может иметь ни максимума, ни минимума 
{$ 503). Предположим, например, что ((х, у) имеет максимум в точке Р. 
Опишем из этой точки, как из центра, окружность С достаточно малого 
радиуса, чтобы во всякой точке С было: ($) < И(а, 6). Ясно, что 
равенство (14) было бы невозможно. Доказательство это применимо 
также к случаю, если И(х, у} имеет в точке Р несобственный мак- 
симум. Предположение, что И(Ф} может быть постоянно равна значению. 
О в точке Р, как бы мал радиус окружности С ни был, очевидно, сле- 
пует отбросить, так как в этом случае функция превратилась бы в по- 
стоянную величину ($5 503). 
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Пусть А и В р— максимальное и минимальное значения некоторой 
гармонической функции вдоль конгура С. Эта функция не может при 
нимать внутри С никаких значений, больших А и меныших В, ни зна- 
цений, равных Аи В, так как тогла она непременно имела бы собст- 
венный или несобственный максимум в нексторой точке внутри контурз. 

Вывелем другое важное следствие. Говорят, что функция и (х, у}, 
определенная внутри С, принимает значение им в некоторой точке 
контура С, когда разность #р— им стремится к нулю одновременно 
с расстоянием МР, где Р некоторая точка внутри С. Внутри замк- 
нутого контура С не может существовать более одной гармонической 
функции, принимающей заданное значение в каждой точке /М кон- 
тура С, причем это значение непрерывно изменяется с изменением 
положения точки М. В самом деле, если бы существовали две такие 
функции, то разность их была бы гармонической функцией внутри С, 
исчезающей вдоль всего контура С; если бы эта разность не рав- 
нялась тождественно нулю, она непременно имела бы максимум или 
минимум внутри С. что невозможно. Формула (13) не дает решения за- 
дачи, известной под именем задачи Дирихле, которая состоит в том, 
чтобы определить (7, зная ее значения на контуре С, так как правая 


аи 
часть содержит Хи ап ® Из только что сказанного, наоборот, следует, 
п 


аи 
что нельзя произвольно выбирать значения (7 и Я вдоль С, т. е. фор- 
п 


мула (13) содержит лишние данные. Это никоим образом не противоре- 
чит теоремам существования Коши, так как задача, которую требуется 
решить, совершенно отлична от задачи Коши С одной стороны, кон- 
тур С, являющийся носителем данных, и сами данные не являются не- 
пременно аналитическими; с другой стороны, вопрос заключается в том, 
чтобы определить функцию 80 всей области внутри замкнутого контура, 
‚а не только вблизи дуги кривой по одну и по другую стороны этой 
дуги. 

508. Интеграл Пуассона. Свойства потенциала двойного слоя позво- 
ляют легко решить залачу Дирихле, когда контур С представляет окруж- 
ность. Пусть (М) — функция, изменяющаяся непрерывно с изменением 
положения точки М на С, Р— внутренняя точка. Потенциал двойного 
слоя 


У (а, в [пе (15) 
с 


тде ги ф имеют обычный смысл, есть внутри круга гармоническая функ- 
ция координат (а, 6} точки Р. Когда точка Р совпадает с какой- 
нибудь точкой контура С, то для всякого положения точки М на этом 
контуре х==2Ю созф, гле Ю — радиус окружности, а потому Интеграл 
(15) имеет постоянное значение 


4$ 


оо, 
С 


158 ГЛАВА ХХУП. УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА $ 508 


в любой точке С. Согласно общей теореме $ 505, когда точка Р, ле- 
жащая внутри круга, стремится к точке /№ на окружности, функция 
У (а, 6) стремится к 


И(М) 45 
по (Мо) - | —- 2ю _ . 
С 
. Следовательно, функция, представленная определенным интегралом 
1 050 1 
С (а, и > —5) 45 (16) 
С 


дает решение задачи Дирихле для круга. Обычно этот интегрел пишут 
в следующей форме, рассмотренной Пуассоном. Пусть за начало коор- 
линат принят центр круга, (0, 8) суть полярные координаты точки Р, 
а (Ю, $) — координаты точки М окружности С. Принимая во внима- 
ние соотношения 

02 — 2 -- /2 — 2Ю’созх, 

72 — А? -|- 9? — 2Юрсо$ (ф — 0), 


можем написать формулу (16) в виде: 
р 

бе, ул 

т. 

б 


Ра 
(Е: — 7) 
и Е р $ 
0 


| 
| (17) 
| 


где /($ф) поставлено вместо (7(). 
Формулу (17) можно также вывести из общей формулы (13} при 
помощи искусственного приема, основанного на одном геометрическом 


а0 
свойстве окружности, позволяющего исключить и Пусть Р, — точка, 
п 


гармонически сопряженная с Р по отношению к концам диаметра, про- 
холящего через Р, и г, — расстояние точки Р, от некоторой точки 
(х, у). Функция 105и,, будучи гармонической внутри круга С, удовлет- 
воряет соотношению (13): 


1 [ 91057. 
5 (а 
С 


4 
и, 4—0, (13) 


гле ( — искомая гармоническая функция, значения которой на С за- 
даны. Складывая равенства (13) и (13'), получаем: 


1 4108 _ 4105г 
О (а, 5 \ °( Ча т ] $, {18} 


$ 508 1. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА 159 


аи г 
так как коэфициент при „_ под знаком интеграла, 10% =, остается 
1 


постоянным на окружности С, и, следовательно, соответствующий инте- 
грал в силу соотношения (12) равен нулю. Пусть р и р, суть расстоя- 
ния ОРи ОР,, 9, — угол внутренней нормали в точке /М окружности 
ССОМР ; имеем соотношения 

41057 __ 059. 41057 _ _ 605$, г в 


ро; По; 


а — г’ а и, г 


== Ю? -- т? — 29 созФ, = Ю-- — 2Ю^, с059}, 


откуда, исключая ©, $1, /,, р1, получаем: 
2 р? 

089 с039. __ Юр 

7 7” Кт 


что действительно доказывает равнозначность формул (17) и (18). 
Второе доказательство менее полно, чем первое, ибо оно предпола-- 


аи 
гает, что п имеет конечное значение вдоль С, а с другой стороны, не 
п 


доказывает, что значение интеграла (18) действительно стремится к дан- 
ному значению О в точке М окружности С, когда точка Р стремится 
к точке /М. 

Приложение. Допустим, что /($Ф) 0 вдоль С; тогда Ц (а, 6) поло- 
жительно для всякой внутренней точки; так как г изменяется от мини- 
мума Ю —р до максимума А -- р, то, заменяя в формуле (17) последо- 
вательно г через ® —ри Ю-- ри замечая, что 


2 
\7ф) 4 == 210, 
0 


Ав, КР 
Ю- в ИХ < Ць Зв, ь 


где (Л и О — значения И(а, 6) в центре круга и в точке Р. Огсюда 
можно вывести, что абсолютная величина С» — 4 меньше, чем разность 
46 

ИНЬ ИИ 1 = 
|2. ‚ Со- Если неко 
торая гармоническая функция И правильна и положительна на всей пло- 
скости, то можно предположить число А сколь угодно большим и, сле- 


очевидно имеем: 


(19} 


двух крайних членов этого двойного неравенства, 


довательно, 2 — Ра С, меньшим любого заданного числа. Итак, имеем 
Ор=— , что оказывает, что всякая гармоническая функция, положи- 
тельная во всей плоскости, есть постоянная. 

Еще общее: всякая функция, гармоническая на всей плоскости, 
ограниченная сверху или снизу, есть постоянная. В самом деле, если, 
например, мы имеем: ((х, у) С, то функция С — И(х, м) является 
гармонической функцией, положительной на всей плоскости. Это пред- 
ложение соответствует теореме Лиувилля (П, $ 294). 
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Рассмотрим еще случай, когда функция }($) испытывает на окружности ко- 
нечное число разрывов первого рода. Интеграл Пуассона остается гармонической 
функцией внутри круга. Когда внутренняя точка круга Р стремится к точке 
М окружности, где }(5) непрерывна, то (2) попрежнему является прелелом инте- 
грала и не приходится ничего изменять в рассуждении. Остается исследовать по- 
ведение функции (/(а, 5) вблизи точки разрыва функции } ($). 

Возьмем сначала частный случай, когда } ($) =, где ф-— центральный угол, 
отсчитываемый в положительном направлении от — я до + от начального ра- 
диуса ОА’, противоположного радиусу ОЛ, который оканчивается точкой раз- 
рыва А. Интеграл (16) может быть написан: 


и(а, В = Е р) в = | о, (20) 
с 


где ® — угол, отсчитываемый от 0 до 21 в положительном направлении, между 

направлением РМ и постоянным иаправлением; в самом деле, очевидно, что 
Г а5 с0$ $ 

интеграл \ Ф-- равен нулю, а `„” 45 равен 4 ($ 505). Ясно, что если точка Р 
в. 

расположена на диаметре, проходящем через точку 2, то имеем: и(а, 6) =0, 

так как элементы, симметричные по отношению к диаметру, попарно уничтожа- 

ются. Если точка Р не лежит на этом диаметре, то пусть будет А, — один из 


1 
концов диаметра, проходящего через Р, и и, (а, 6) — интеграл -- | $, 4, где $— 


с 
центральный угол, отсчитываемый от радиуса ОА’, противоположного ОА, в по- 
ложительном направлении от — = до -- т. В соответствии с только что. изло- 
жевным и; (а, 8) =0. Итак, можно написать; 


. 
и (а, Э=и(а, —ш (а )=— | мет ера 
А'МА АМА, 
вдоль 4,/МА имеем: $ — $, = а (черт. 89», тогда как вдоль АМ’А, имеем: 
$ — $ -=а — 2. Отсюда 


М и (а, тата - 292-93, 


Следовательно, в случае, представленном на чертеже, 

интеграл ц а, 8) равен двойному углу 4 мэжду направ- 
- с у 

лениями АРи АО, отсчипываемому от — 5 до -- ов 
поло шительном направлении; было бы легко показать, 
что это соотношение имеет`место во всех случаях, пред- 
ставляемых этим чертежом, но достаточно заметить, что 
если это соотношение установлено для одной части круга, 
то оно имеет место во всем круге, так как оба члена 
Черт. 83. суть гармонические функции в этом круге. 


Возьмем теперь общий случай, когда }($) имеет разрыв первого рода 
в точке А. Помня, что угол ф отсчитывается, как только что было указано, от 
— п до -+-л, начиная от радиуса ОД’, допустим, что имеют место соотношения: 


Е ОА (юны (м). 
Разность от" есть функция } ($), непрерывная вблизи точки АД, 


1--т 


принимающая в этой точке значение и интеграл Пуассона (17) представ- 


ляется суммой двух интегралов 


{[—т 1 р — 2 
—5; 4 (а, 5^, (1 (а, 6) = 2 [л (ф === 4$, 


$ 598—509 1. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА 161 


причем оба интеграла суть гармонические функции внутри С. Когда точка Р 
{—т р 

ий 
92 и (а, 5) 
зависит от того, каким образом точка Р стремится к точке А, и изменяется от 


1[—т {[—т 
я ю—.- В частности, если точка Р описывает радиус ОЛ, предел 
т 


- 
[((а, ©) равен 1 р . Когда точка Р приближается к А так, что направление АР 


т 
стремится к точке 4, предел (Л (а, В) равен >. ‚ тогда как предел 


не имеет предела, то не существует предела и для ((а, 6) *. 
509. Связь интеграла Пуассона с рядом Фурье. Интеграл Пуассона тесно 
связан с теорией тригонометрических рядов. Для простоты положим В == 1, вслед- 


ствие чего вместо Б будем писать р. Разложение на простые дроби дает: 
1—2? 1 1 


[— розоте =! 


ИИ 
— рез! 1 — ре 
© другой стороны, так как о меньше единицы, имеем: 


1 — = |1 -- рей - ое -|-. . . -- сете --. ., 


1 — рем 


и аналогичное тождество, получаемое при замене { на — 2. 
Складывая оба равенства, получим отсюда 


] я оо 
Ен — 2 У. 
Г розое! 2 р" с0$ пФ, 


причем ряд, входящий в правую часть, равномерно сходится, в силу пред- 
положения, что р < 1. Заменим ® через ф — 8, умножим на }(ф) и интегрируем 
от 0 до 21; формула (17) примет вид: 


2: оо 2 
С (а, 6) = а а 1 У. „| 1 ($) сов п (? — 0) 4? 
2 о ® пы 5 
или 
+ © 
С (а, 6) = м + У 27 (аи с0$ 08 -- Виз 110), (21) 


п=1 


тде а, и В, представляют в точности коэфициенты ряда Фурье для непрерыв- 
ной функции } (6) (т. Ь ч. П,$ 197). Заметим, что это разложение функции (а, 5) 
совпадает с действительной частью целого ряда для 2 —=а +: 


оо 
Ра=а- У в. В) @+ 8)", 


п=| 


который заведомо сходится внутри круга радиуса единицы, ибо абсолютные ве- 
личины коэфициентов о„ и в, ниже верхнего предела |{($)| ($ 503). 

Формула (21) доказана для всех точек внутри круга радиуса единицы; если 
ряд Фурье, полученный из Х($), сходится для некоторого значения $, то ра- 
венство существует для р=1, 8—$ В самом деле, когда точка (а, 6) прибли- 
жается к точке (с05Ф, $14) окружности, дви'аясь по радиусу, то пределом 
О (а, 6) будет }(Ф); с другой стороны, на основании теоремы Абеля, предел 
правой части равен сумме ряда, получаемого, если положить 2=1, 8==$. 


* Фату (Рай) исследовал интеграл Пуассона, делая гораздо более общие 
предположения относительно }($) (Ас тайежайса, Е ХХХ, 1907). См. также 
мемуар Лихтенщтейна в томе 14а1 Уойгпаё аи Стейе, стр. 12. 


И». Гуреа, т. Щ ч. 1. 
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Однако, не делая никаких предположений относительно сходимости ряда 
Фурье, теория интегрела Пуассона доказывает, что для любой непрерывной 
функции всегда удовлетворяется равенство: 


. +2 . 
1 (у) = Нт |+ у 27 (ав с0$ п -- В, 5т иф) |, (22) 
п=1 


2=} 


Где 9%, 9„, Зи Ккоэфициенты ряда Фурье для /($). Пикар вывел отсюда изящиое 
доказательство одной теоремы Вейерштрасса (см. ниже $ 581). 

Обратис, можно было бы поставить себе целью вывести интеграл Пуассона 
из ряда Фурье. Пусть /($) непрерывная функция, имеющая период в 2т и раз- 


ложимая в ряд Фурье 
+ оо 


1) == 5 - у (аи с0$ и - В 9 ит). (23) 


п=} 


Ряд (21), который получается, если принять для а, а», 3, те же самые зна- 
чения, как в ряде (23), равномерно сходится во всяком круге радиуса р < 1, опн- 
санном из начала. Следовательно, к этому ряду можно применить последова- 
тельно преобразования, обратные тем, которые были проведены, и вернуться от 
этого ряда к интсгралу Пуассона. Полученная таким образом функция 

2: 
1 [ (1 — 22) 45 
——. Ч ‘ 
(а, В) = 2х. 1 +2 — 22 08 (&— 8) 
0 
в самом деле представляет функцию, гармоиическую внутри круга С. Однако 
если бы этот интеграл не был уже исследоваи непосредственно, то мы могли 
бы утверждать только одно, а именио, что значение ([/(а, 6) стремится к (+), 
когда то’ка (а. 8) стремится к точке (05$ $), двигаясь по радиусу, конец 
которого совпадает с данной точкой. Итак, первое доказательство более полно 
и, между прочим, оно не предполагает, что }(5) разложима в ряд Фурье. 


510. Теорема Гарнака, Теорема Гарнака аналогична теореме Вейер- 
штрасса для рядов голоморфных функций (П, $ 290). Пусть шо (х, у), 
и; (х, ),.-..и,(Х, У)... последовательность функций, гармонических 
в некоторой конечной области О, ограниченной контуром Г, который мо- 
жет состоять из одной или нескольких замкнутых кривых. Если ря) 
Уи, (х, у) равномерно сходится вдоль Г, то он равномерно сходится 
и в области О. 

Пусть (, значение #,(х, у) в некоторой точке контура Г. Согласно 
определению равномерной сходимости, если = произвольное положитель- 
ное число, то мы можем выбрать такое целое число п, что, каково бы 
ни было р, в любой точке контура Г будем иметь: 


На-На 
это неравенство сохраняет силу также для максимального значения ле- 


вой части на контуре Г. Отсюда, если (х, у) координаты какой-нибудь 
внутренней точки обтасти О, то мы будем иметь: 


ии (х, У... (х, У, 


что и доказывает равномерную сходимость. 
Сумма ряда 
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есть непрерывная функция внутри области О и на самом контуре; 
когла некоторая точка Р области О стремится к точке М контура Г, 
то сумма ряда в точке Р стремится к сумме ряда в точке М, каким бы 
способом точка Р ни приближалась к М. Эта функция Р(х,у) 
является гармонической функцией внутри Р. 

Очевидно, достаточно показать, что это имеет место внутри некото- 
рого круга С, содержашегося в О. Пусть (х, у) — координаты некото- 
рой точки Р внутри круга С; на основании формулы Пуассона имеем: 


1 
С 


где А, 2,г имеют тот же смысл, как и выше ($ 508), а (), есть значе- 
нме и, в точках круга С. Отсюда следует: 


у ЮВ? — р? 1 у \ А — 2? 
Г (х, 5) = 5. о, ро 4$ == ри и во 45, 
с 


ибо если ряд У), равномерно сходится на окружности С, то же 


ту 
самое имеет место для ряда 7 Хр и можно переставить знаки инте- 


грала и суммы. Последнее выражение для Г(х, у} показывает, что эта 
функция является гармонической внутри С. Таким же образом можно 
показать, что частные производные от Р(х, у) представляют собой 
суммы рядов, получаемых ири почленном диференцировании первого 
ряда (П, $ 290). 


ПлриложеЕННЕ. Пусть Си С; две окружности с центром в пачале и радиу- 
сами Ки А, (Ю>Ю). и 0(3), У ($) — две непрерывные периодические функции 
с периодом 2л, удовлетворяющие условиям Дирихле. Эти функции разложимы 
в равномерно сходящиеся ряды Фурье (5 493, стр. 114}; 


оо 

И (= — р + У (а„ соз пФ -- Виз п$), 
пы} 
-+ <о 


У = + У @, с03л8 + вы 9ии) 


п= 


Теорема Гарнака позволяет легко построить функцию, гармопическую 
внутри кольца, заключенного между двумя окружностями С и Сь и обрашаю- 
щуюся соответственно в (/ (2) или У ($) на этих двух окружностях, причем в — 
аргумеит, соответствующий некоторой точке на С или на С.. 

В самом деле, положим: 

+ < | 
Е (г, ©) = А+ В, 08 г-- У ЦА 7" + Втг-ту-соз т + (Стгт + Би г-т) п тз], 
т=1 
где А. Ви, Ст, Ом--постоянные коэфициенты. Все члены этого ряда являются 
гармоническими функциями внутри рассматриваемого кольца, что следует из 
равенства 2-7 ==" (0$ те — Гы 119). Следовательно, па основании теоремы Гар- 
нака, достаточно выбрать коэфициенты таким образом, чтобы ряд Р(», $) обра- 


11" 
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щался в (($) при г= Ю ив \У($Ф) при ‚= А. Таким образом получаем слелую- 
щие соотношения для определения коэфициентов: 


Ао + Вот В =, А,Ют- ВиЮ-т а», Ст + РиК-т-= в, 
А+ Во тов в, =“, Ат ВВГ" сыт + Рив" = Ви. 
Когда все гармонические функции нехоторой последовательности 
положительны внутри олносвязной области О, то имеет место следую- 
щая теорема: если ряд Уи, (х, у), все члены которого являются гар- 
монич2скими положительными функциями внутри области 0, схо- 
дится в одной точке О внутри 0), то он сходится во всех точках 
области О, и сумма этого ряда представляет гармоническую функцию. 
Из точки 2), как из пентра, опишем окружность С радиуса Ю столь 
малую, чтобы она была целиком расположена внутри О, и пусть РЫ— 
произвольная внутренняя точка круга С, отстоящая от точки О на рас- 
стоянии < А. На основании неравенства (19), выведенного выше, для 
всех значений { имеем: 
Ю- р 


К—в 


что доказывает, что ряд Уи, (х, у), сходится в точке Р. То же нера- 
венство доказывает, что этот ряд равномерно сходится внутри всякого 
круга С’ радиуса А'<Ю, имеющего ‹ центром О, следовательно, он 
представляет гармоническую функцию внутри круга С. Будем теперь 
исхолить из другой точки О; внутри С и опишем новый круг С, с 
центром в О;, расположенный внутри 0); идя последовательно далее 
при помощи цепи кругов, как в случае аналитического продолжения 
{П, гл. ХУ, мы убеждаемся, что ряд сходится в любой точке области О 
и представляет гармоническую функцию. Таким же способом можно 
легко показать, что ряд сходится равномерно во всякой области, лежа- 
щей внутри 2 и не имеющей общих точек с ее граниней. 

511. Аналитическое продолжение гармонической функции. Прежде 
всего вспомним определение дуги аналитической кривой (1, $ 189). 
Дуга кривой АВ, выражаемая уравнениями х = (В, у=о(0, где па- 
раметр # изменяется от а до В, есть дуга аналитической кривой, если 
обе функции /() и 9(8} разложимы в целые ряды по степеням #— 4, 
в окрестности любого значения &, взятого между аи 6; разумеется, 
коэфициенты этих рядов должны быть действительными числами. Если 
обе производные Л (&), 9'(Ё) не обращаются в нуль одновременно, то 
соответствующая точка /Му является обыкновенной, или правильной, точ- 
кой. Если эти две производные равны нулю для [= 4, то М, — особая 
точка за исключением случая, когда каждой точке М на дуге, соседней 
с /№, соответствует несколько значений 2 соседних Сс вследствие 
самого выбора параметра #. Дуга аналитической кривой, не имеющая 
особых точек, называется правильной дугой. 

Пусть и (х, у) функция двух переменных х,у, определенная в об- 
ласти Ш), внутри которой расположена дуга аналитической кривой АВ. 
Значение этой функции в некоторой точке дуги есть ф нкния Р(Й па- 
раметра Ё, которая, очевидно, будет аналитической, если сама функция 


(и) < 


(и), 
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и (х,у) является аналитической внутри Ри, в частности, если # (х, у) — 
гармоническая функция. Принимая это во внимание, положим, что 
и (х, у)— гармоническая функция внутри области О, ограниченной конту- 
ром Г, часть которого образована дугой аналитической кривой АВ. Мы 
будем говорить, что эта гармоническая функция и (х,у) может быть 
продолжена за дугу АВ, если можно найти функцию И (х, у}, гармони- 
ческую внутри области $, заключающей область Г) и дугу АВ, и со- 
впадающую си (х,у) внутри О (ИП, 6 342). Для того чтобы было воз- 
можно продолжить функцию за АВ, необходимо, как только что было 
указано, чтобы последовательность значений, принимаемых и(х,у) 
вдоль АВ, представляла аналитическую функцию от &. Шварц пока- 
зал, что это условие является достаточным, если дуга АВ правильна: вся- 
кая функция, гармоническая внутри некоторой области, граница ко- 
торой включает правильную дугу аналитической кривой АВ, может 
быть продолжена за эту дугу, если последовательность значений, 
принимаемых функцией на этой дуге, сама образует аналитическую 
функцию. 

Допустим сперва, что дуга АВ представляет собой отрезок оси х, 
и что некоторая функция и (х, у), гармоническая внутри области ДО, рас- 
положенной над осыо Ох и ограниченной частично отрезком АВ, равна 
нулю на протяжении всего этого отрезка. Пусть /)' — область, симмет- 
ричная с областью О по отношению к оси Ох, и ® (х, у) — функция, 
которая во всякой точке Ё!(х, — у) области О’ принимает значение 
— и (х, у), симметричное значению, принимаемому функцией #(х, у) в 
точке Р, симметричной с Р’. Ясно, что т (х, у) есть гармоническая функ- 
ция внутри 0'; функция Р(х, у), равная и(х,у) внутри Дич(х, у} внут- 
рн 0', непрерывна во всей области р -- О". Отсюда не следует, что она 
явтяется гармонической во всей этой области, ибо еще нет никаких 
оснований утверждать, что она допускает непрерывные производные во 
всякой точке дуги АВ. Чтобы доказать это существенное обстоятельство, 
возьмем вокруг некоторой точки отрезка АВ отрезок а3 оси Ох столь 
малый, чтобы окружность С; описанная на &3, как на лиаметре, была цели- 
ком расположена внутри области Д--О'; предложенис булет доказано, если 
мы покажем, что Р(х, у) есть гармоническая функция внутри этого круга. 

Через у, {' обозначим полуокружности, расположенные соответственно 
над отрезком @В и под ним. 

Рассмотрим функцию, представляемую интегралом Пуассона, гле 
Ю, ог имеют обычный смысл ($ 508): 


1 
в =; 4 
с 

и где положено. и =и(х, у) вдоль у и и-=9(х, у) вдоль у". Эта функция 
('(х, у) есть гармоническая функция внутри С; она равна нулю вдоль 
а3, ибо симметричные элементы интеграла взаимно уничтожаются. 

Фунжция И(х, у) совпадает с и(х, у) в верхнем полукруге и ст (х, У} 
в нижнем полукруге, ибо она принимает влоль @3 и вдоль ] те же са- 
мые значения, что и(х, у), и вдоль аВ и |’ те же значения, что х (х, у). 
Следовательно, имеем ((х, у) == (х,у), внутри всего круга С. 
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Во-вторых, предположим, что функция и (х, у), гармоническая внутри 
области О, расположенной над осью Ох, принимает вдоль отрезка АВ 
оси Ох последовательность значений, образующую аналитическую функ- 
цию /1(*). Эта функция /(х), будучи разложимой в целый ряд в окрест- 
ности всякой точки ху отрезка АВ, тем самым определена внутри 0б- 
ласти Ю илоскости комплексного переменного 2 == -- {у, заключающей 
отрезок АВ (П,5 336, сноска). Действительная часть и (х, у) функции] (2) 
является гармонической функцией внутри Ю и обращается в } (х) вдоль 
АВ. Предположим, что область Д расположена внутри Ю; разность 
и (х, у) — и! (х, у) является гармонической внутри Ди равна нулю вдоль 
АВ; как только что было доказано, она может быть продолжена вниз 
от АВ. Так как функция и, (х, у) может быть продолжена вниз от АВ, 
то то же самое имеет место для и (х, у}. 

Возьмем, наконец, случай, когда АВ — произвольная правильная дуга 
аналитической кривой, и пусть и(х, у) — гармоническая функция, опре- 
деленная по одну сторону этой дуги и притом такая, что последова- 
тельность значений, которые она принимает на АВ, образует аналитиче- 
скую функцию параметра{. Мы сейчас покажем, что если дана какая- 
нибудь точка М, на АВ, то можно взять вокруг М, дугу а8 столь 
малую, что функция и (х, у) может быть продолжена за @3. Пусть 


х==а- а (1 ®)- ... | а, (Е-— т... 
УВ, (в)... +8, (— в -... 


представляют разложение в ряд х и у вблизи значения 4, соответствую- 
цего точке М. Положим 


ау = а -Р 6 + (а 10.) (2—ШЩ +... (24) 
Ра 16) 2—6"... 


и пусть г — положительное число столь малое, что ряд (24) сходится, 
когда удовлетворяется соотношение (2—4) = г. Предыдущее соотно- 
шение приводит в соответствие каждой точке круга ‘ ралиуса ,, 
описанного из точки (Х==&,У==0), как центра на плоскости комплекс- 
ного переменного И == Х -+ У, точку (х, у} области @ в окрестности 


точки /№ плоскости ху. Если оба коэфициента а, и 6, не обращаются 


> 


42 . 
одновременно в нуль, 10 77 не равно нулю для 2 ==&. Следовательно, 


уравнение (24) имеет единственный корень 2 == (2), который стремится 
к &, когда 2 стремится к 2 =а,-- №, и этот корень $ (2) голомор- 
фен в окрестности точки 2. Мы будем предполагать, что радиус г 
окружности 1] взят столь малым, что $ (2) является голоморфной функ- 
цией во всей соответствующей области 4. Соотношение (24) тогда вы- 
ражает однозначное соответствие, с сохранением углов, между точками 
круга { плоскости ХУ и точками области @ плоскости ху; дуге а} от- 
резка АВ, расположенной внутри 4, соответствует отрезок @’В' дейст- 
вительной оси на плоскости ХУ. Гармоническая функция # (х, у), опре- 
деленная по одну сторону дуги @3, преобразовывается в гармоническую 
функцию 0(Х, У) переменных Х, ГУ, определенную с одной стороны 
отрезка а’ В' лействительной оси, и из сделанных предположений следует, 
что последовательность значений, которые эта функция принимает вдоль 
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а'3', представляет собой аналитическую функцию. Эта функция И (Х, У) 
может быть, следовательно, продолжена по другую сторону отрезка 
а'В', а потому и(х,у) может быть продолжена за дугу ав. 

Когда дуга АВ имеет особые точки, может случиться, что аналитическое 
продолжение на всем протяжении дуги будет невозможно. Например, 


действительная часль выражения Их -- (у, положительная вправо от начала 
на оси х, есть гармоническая функция вправо от полукубической пара- 
болы у?=лх3. Последовательность значений, которые она принимает на 
этой кривой, является аналитической функцией, ибо, положив х=Ё, 


у = В, имеем Ух у== и! —-й, и тем не менее начало есть особая 
точка для этой функции. Эта точка делит кривую на две правильные 
дуги, причем гармоническая функция может быть продолжена через 
каждую из них, но оба продолжения не совпадают влево от этой параболы. 

Если функция и (х, у) является гармонической внутри контура С, 
образованного некоторым числом правильных дуг аналитических кривых, 
и принимает аналитические значения на этом контуре, то она может 
быть продолжена за каждую из этих дуг, и единственные возможные 
особые точки суть точки контура, в которых соелиняются две правиль- 
ные дуги аналитической кривой. В частности, если контур образован 
единственной правильной дугой аналитической кривой, как окружность 
или эллипс, то всякая функция, гармоническая внутри контура и прини- 
мающая аналитические значения на контуре С, может быть продолжена 
в область, охватывающую этот контур *. 


Н. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ. ФУНКЦИЯ ГРИНА. 


512. Доказательство Римана. Выше было доказано, что задача Дири- 
хле не может допускать более одного решения **, причем это единствен- 
ное решение было найдено для случая, когда контур представляет собой 
окружность. Займемся теперь этой задачей в общем случае и прежде 
всего воспроизведем рассуждение, посредством которого Риман доказы- 


+ Теорема Шварца показывает, что задача Коши представляется в совершенно 
другом виде для уравнения Лапласа, чем для гиперболического уравнения. Пусть 
и (х, У), 9 (х, у) — две функции, гармонические внутри области О, лежащей вправо 
от Оу, ограниченной частично отрезком АВ оси Оу. Если вдоль АВ эти две 
фувкции и и 9 обращаются в одну и ту же функцию Х(у), то разность и—е 
является гармонической функцией, которая может быть продолжена влевоот Оуи. 
—# С 
а ) является аналитической фупкцией от у вдоль отрезка АВ. 
Отсюда вытекает, что нельзя ставить задачу — найти гармоническую функцию 
и (х, у) внутри области О, обращающуюся при х==0 в данную функцию /(у) 


следовательно, 


Зи .. :. 
вдоль АВ, между тем как 9х равна другой заданной функции =(у), если при этом 


обе эти функции }(у) и =(у) произвольны. 

Пусть, в самом деле, 9 (х, у} есть гармоническая функция, удовлетворяющая 

99 ди С й 

не^вому условию. Разность )х 3х Является аналитической функцней оту вдоль 
АВ, и, следовательно, функция 2(У) определена с точностью до аналитической 
фуикции, когда задана { (у). 

** Невозможность двух решений задачи Дирихле может быть выведена также 
из формулы (12015) ($ 506). В самом деле, эта формула показывает, что если пе- 
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вает, что эта задача, которую он называет принципом Дирихле, допу- 
скает всегда решение. Пусть 0) замкнутая область, ограниченная конту- 
ром Г, состоящим из одной или нескольких отдельных замкнутых кривых. 
Ради краткости будем говорить, что функция 9 (х, у}, определенная вну- 
три Д и на контуре Г, принадлежит к классу (А), если она удовлетво- 
ряет следующим условиям: 1) она непрерывна в области 0), включая и 
контур Г; 2) она принимает на этом контуре заданные значения, причем 
значение функции в каждой точке контура Г изменяется непрерывно 
с изменением положения этой точки; 3) она допускаег непрерывные 
частные производные первого и второго порядка во всякой внутренней 
точке области О. Относительно частных производных в точках контура 
не делается при этом никаких предположений. 
Для всех функций класса (А) двойной интеграл 


«+9 о 


очевидно, положителен, если только и не равно постоянной внутри С 
н, следовательно, и на контуре Г. Исключим этот случай, когда решение 
очевидно, и пусть %(х, у) —функция класса (А), для которой интеграл / 
нмеет минимум. Легко показать по Риману, что 9(х, у) является гар- 
монической функцией. В самом деле, пусть 1(х, у)-—функция, исчезаю- 
щая на контуре Г и непрерывная вместе со своими производными пер- 
вого и второго порялков внутри 0) и на самом контур, а — произ- 
вольный параметр. Функция 


#=—9(х, у) РЁ ат (х, у) 


принадлежит к классу (4), каково бы ни было а, и разность 


ПАС) [= 16+) 


должна быть положительной. Но эта разность равна 
ГГудодл | 9091 дп \2 91 \2 
2 ОТ) дур аа ыл ыы 
* | | (= и, х У | || (5) +(5) с 
р р 


Чтобы эта разность была положительной при любом а, очевидно, 
необходимо, чтобы коэфициент при 2а был равен нулю. 
Принимая во внимание тождество 
99 97 


9901 3 до 9/99 
909 ду +. } 
хде К дузу 21 о у. (1 НН 


которая функция (/ равна нулю в каждой точке контура С и представляет гармо- 
низескую функцию внутри области, ограниченной этим контуром, то в каждой 


точке этой области будем иметь у 2х — 0. Следовательно, фуикция имеет 


постоянную величину и равна нулю, так как она равна нулю на контуре С. 
Олнако это доказательство предполагает, что функция (Л допускает непрерывные 
производные на контуре С, чего не требовалось при первом доказательстве. 
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и первую формулу Грина (Т, $ 116) можем написать этот коэфициент 
в виде: 
до 99 г 
| (> 9—5, 4х} — пАоахау; 
ЗУ 
г р 
так как 1 равна нулю на всем протяжении контура Г, то, очевидно, 


двойной интеграл 
| Аэахау 
1) 


должен равняться нулю для всевозможных видов функций 1 (х, у), удо- 
влетворяющих поставленным условиям. Но это может быть только, если 
Ао —0 во всех точках области О. Допустим, в самом деле, что в какой- 
нибудь точке х„, у, внутри Г) имеем, например, Аз > 0. Опишем из этой 
точки, как центра, окружность С радиусом 0 столь малым, чтобы круг 
был целиком расположен внутри 0), и чтобы в каждой точке круга С 
было Аи > 0. Если положить \(х, у) ==0 вне этого круга и 


1 (м, у) == [2 — (х — х) — (уф) 


внутри круга, то эта функция будет непрерывной вместе со своими про- 
изводными первого и второго порядков при т_>2 и будет исчезать 


на контуре Г. Ясно, что соответствующий двойной интеграл \\7 Азахау, 


распространенный на область Ш, будет положителен. Следовательно, 
функция 9 (х, у) есть гармоническая в области Д. 

Заключительная часть рассуждения бесспорна, но она опирается на 
два постулата, казавшиеся Риману очевидными, но, как было доказано 
более строгой критикой, являющиеся ошибочными. С одной стороны, до- 
пускается существование функций, принадлежащих к классу (А), для 
которых двойной интеграл / имеет конечное значение; с другой стороны, 
предполагается также, что существует по крайней мере одна из таких 
функций, для которой интеграл / действительно достигает нижнего пре- 
дела. Вейерштрасс показал*, что этог последний пункт не может быть 
принят без доказательства. Позже Адамар дал простой нример, когда 
не существуег никакой функции класса (А), для которой двойной 
интеграл / имел бы конечное значение *=. 

Итак, метод Римана не дает строгого доказательства принципа Дн- 
рихле, но он дает нам образец способа рассуждения, часто применяе- 
мого в математической физикс, и он делает по крайней мере вероятным 
результат, который желательно установить. 


Замечание. Выше уже было объяснено, как следует понимать утверждение, 
чт. некоторая функция, гармоническая в области О, принимает заданное значение 
в какой-нибудь точке контура. Если не принимать во внимание точного значения 
этого условия, то может показаться, что в известных случаях задача Дирихле до- 


* \е!1егз{газ$, МанетаНзсне \\МехКе, +.11, $. 49. 

** ВаЦейп 4е {а Зосёе татётайдие, 1. ХХХМУ, р. 135. В этом примере 
контур Г представляет собой круг, и, следовательно, задача Дирихле заведомо 
имеет решение (см упражнение 5). 


170 ГЛАВА ХХУП. УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА $ 512—513 


пускает несколько решений. Например, функция 
эту — 2х 
= 
же у 
обращается в 0 во всякой точке окружности, выражаемой уравнением х? -- у? — 
— 2х =0, н эта функция являетси гармонической внутри этого круга, ибо она 
представляет действительную часть выражения 1—5; прибагляя Ки к другой 


функции, гармонической внутри С, казалось бы, можно получить бесконечное 
число функций, гармонических внутри С и принимающих то же самое значение 
на контуре. Чтобы объяснить этот парадокс, достаточно заметить, что значе- 
ние и (х, У) В некоторой точке В, расположенной внутри круга С близ начала, 
не стремится ни к какому пределу, когда эта точка Р неограниченно прибли- 
жается к началу. Следовательно, было бы неточно говорить, что функция и (х, у) 
равна нулю в Начале координат. . 

513. Способ Неймана. Нейману* принадлежит заслуга введения из- 
вестного метода решения задачи Дирихле для случая выпуклого контура, 
имеющего лишь конечное число угловых точек. Приступаем к изложе- 
нию © некоторыми изменениями в деталях этого метода, основанного 
на свойствах потенциала двойного слоя. Для определения положения 
точки М на замкнутом контуре С примем за переменный параметр дли- 
ну $ дуги АМ, отсчитываемую от произвольиого начала А. Всякая 
функция, имеющая определенное значение в каждой точке контура, бу- 
дет в этом случае функцией (5) с периодом [, если / — длина замкну- 
того контура. 

Эти условия принимаются лишь для уточнения обозначений; резуль- 
таты абсолютно независимы от выбора пграметра. Пусть и (5} — непре- 
рывная функция на контуре С; выше было показано ($5 505), что по- 
тенциал двойного слоя 


— 4 (26) 


есть гармоническая функция внутри С, принимающая в точке контура 
с криволинейной абсциссой х значение 


вто | 86) — #69 (157) & 07 


с05$2, р (- Ы 
где вместо — “принято обозначение | —_ | ‚ иг, представляет расстоя- 
х х 
ние от точки х до переменной точки $, а у, — угол между направле- 
ннем $х и внутренней пнормалыю к контуру в точке $. Формула (27) 
является общей и применима также к угловым точкам контура. 
Принимая это во внимание, положим, что }{5} — заданная непрерывная 
функция с периодом #[. Для решения задачи Дирихле, следуя Нейману, 
будем искать такую вспомогательную непрерывную функцию 1($} с пе- 
риодом /, чтобы потенциал двойного слоя И, выражаемый формулой (26) 
внутри С, принимал в точности значение Х(х) в каждой точке контура С. 


* „Опегзисвиореп пбег аз ПорагИйпизсНе ип  Меж(олизспе РофепНа!“ 
(Браю, 1877). 
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Для этого необходимо и достаточно, чтобы функция и(5) удовлетво- 
ряла функциональному соотношению: 


Эт (х)-- \ | (9 —в О (7 *) 45 —1(х); (28) 
) 


га 


к решению этого интегрального уравнения применим метод последова- 
тельных приближений, который впоследствии будет связан с общей 
теорией. Для этого напишем это уравнение, введя параметр }, который 
виоследствии приравняем единице (8 494): 


1 ХС о 
во И ол [ве —в $ (27) © (29) 


и будем искать разложение в ряд вила: 
1 , . 
и (х) == ох | (кН дж... Мы, (Хх)... | , (30) 
«Формально удовлетворяющее уравнению (29). 


Таким образом найдем послеловательно: 


пс 


(=, в ст | |9 ь | (77) 4 


и вообще: 


1 ‘ 
4 0: \ ры _ и] (= 2) 4%. (31) 
С х 


Ясно, что все эти функции \1,(х) обладают периодом [ если они 
непрерывны, и если ряд (390), в котором положено А == 1, равномерно схо- 
Эится, то сумма 1(х} есть непрерывная функция, действительно удов- 
летворяющая соотношению (28). Это легко непосредётвенно проверить, 
интегрируя почленно ряд, дающий разложение ц (5$) — и (х), и принимая 
во внимание соотношение (31). Достаточно будег заменить 4(5) функ- 
цией, определенной таким образом в формуле (26), чтобы получить 
решение задачи Дирихле. 

Необходимо теперь исследовать те пункты, которые остается обо- 
сновать, чтобы это решение не было только формальным. Во-первых, 
функции н,(х) непрерывны. Вообще, ссли функция 1(х) непрерывна, 
то то же самое имсет место для функции 


ло — м [7 —/ со | (7) 45; 
[© й / 


в самом деле, если Хо — какое-нибудь значение х, то можно написать; 


и. в 
Л =: \ [и Хм я [бк = 
ы ас 


[9 
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Рассуждение, приведенное на стр. 153, применимо здесь без измене- 
ний и доказывает, что первый интеграл есть непрерывная функция от х 
при х==х,, и то же самое очевидно для второго интеграла. Продолжая 
таким образом шаг за шагом, убеждаемся, что все функции №, м»... 
непрерывны. 

Для того чтобы доказать равномерную сходимость, необходимо пред- 
варительно вывести две леммы относительно выпуклых замкнутых кон- 
туров. 

Лемма 1. Пусть Ру и Р, — две какие-нибудь точки контура С, а С'’— 
некоторая часть С, которая может состоять из нескольких отдельных 
дуг. Из геометрического смысла интеграла почти очевидно, что опреде- 
ленный интеграл 


„= \[ (=) (7) += (7) = | (9 93 
с И: Гм ‹ ом & 1 


Ст 


по абсолютной величине меньше п. Чтобы он был равен п, необходимо, 
например, чтобы первый интеграл стал равен п, а второй был бы равен 
нулю. Но первый интеграл может быть равен п, только если контур 
С' или совпадает с контуром С или состоит из дуги АВ, соедиияющей 
две точки Аи В, причем точка Р, расположена на отрезке прямой А8; 
в обоих случаях второй интеграл не может равняться нулю, если только 
контур С не представляет собою треугольника. Абсолютная величина 7 
остается, таким образом, меньше некоторого максимума Ап, где й — 
положительное число, меньшее единицы, зависящее только от контура 
С*, но отнюдь не от С". 

ЛЕММА П. Пусть /(5) — функция положительная или равная нулю 
в каждой точке С, а / — интеграл: 


рые.) 


С 


Разобьем контур С на две части С} и С. так, чтобы было: 


(25%) [77 
2) [057 
= 
Ла Л 
(2) < (“= 
”] и ‚ 


на С., и пусть /; и Л, — интегралы, распространенные соответственно 
на Су и С.. Имеем: /==Л -- /,, и следовательно [Л меньше, чем большее 
из двух чисел /) и |/.|. Пусть будег 2 — верхняя граница }($); на осно- 
вании предыдущей леммы каждое из этих двух чисел меньше, чем /.-йп. 
Таким образом имеем также |/| < пй[, каковы бы ни были точки Р, 
и Р.. 


на Си 


№ 


* Это заключение не может считаться абсолютно строгим; но ясно, что оно 
точно для выпуклых контуров, подобных тем, которые обычно рассматриваются. 
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Установив это, положим, что М и и} — максимум и минимум функции 


}($) на контуре С; если Р;, и Р, — две точки контура, то мы можем 
написать: 


поно) + 
С у С ыы 


нано | (=) — (95°) “+ 


с 


НН (98) (88) & 


[6 


Если точки Р, и Р, — не угловые точки, то последний интсграл 
равен нулю, и абсолютная величина первого члена 


оо) — в | 


меньше, чем —5—. С другой стороны, разность в, ($} — 7 остается 
заключенной между О и М — т, и следовательно, на основании леммы ИП, 
в М— т 
абсолютная величина первого члена второй строки меньше, чем —_*. 
Следовательно, упбсототная величина разности щ. (х,) — щ, (х.) меньше, 
— 
чем (М— т) —_) = (М — т) ь, где р — положительное число, менё- 
шее единицы. Так как №. (х) непрерывна, то это неравенство остается 
в силе, каковы бы ни были точки Р; и Р.. Слезовательно, обозначая 
через (М; и т, максимум и минимум ц, (х), имеем основное неравенство 


М; — т, < (М— т)›. (32) 
Отсюда последовательно можно показать, что вообще 
/ 
М —т<(М— тр, 
где М; и т, — максимум и минимум функции м, Так как абсолютная 


величина разности м;_.(х) — №, 1(5) остается меньше или в крайнем 
случае равна М, — т, то и полавно на основании формулы (31) имеем: 


1 
1, (х < (М — тр", 


и следовательно, ряд (30} равномерно сходится при \ == 1. Сумма 11 (х) этого 
ряла есть непрерывная функция, удовлетворяюшая функциональному 
уравнению (28), и, заменяя м этой функцией в формуле (26), получим 
решение задачи Дирихле для выпуклого контура С. 


ПРИМЕР. Допустим, что С представляет окружность радиуса А; в этом 


с05 $ 
—) = какова бы ни была точка х контура. Положив 


случае имесм — 
У ( г /х 2Ю’ 
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но == /(х), имеем непосредственно 
| . 
ыы [лэ-к|, 
где | 
1 з 
К== Бр (вуз; 
С 
и каково бы ни было п, рекуррентное соотношение (31) дает 
. 1 , 
ви (51 [э-—к | . 


Итак, имеем: 


——, где Н — постояпная, которую определяем, полставив это выражение 
вместо в (х) в уравнение (28). 


Метод Неймана и аналогичный метод в пространстве для выпуклых 
поверхностей были распространены на более общие случаи различными 
математиками *. Наиболее важное обобщение вытекает из работ Фрелгольма 
и будет изложено ниже. 

Введение вполне общего метола, называемого методом выметания** 
для решения задачи Дирихле в пространстве представляет заслугу Пуан- 
каре. Нараф *** (РагаГ) показал, что этот метод, с некоторыми измене- 
ниями, применим также к залаче Дирихле на плоскости. Сущность ме- 
тода Шварца будет указана ниже. 


514. Обобщение задачи. Для некоторых исследований представляет интерес 
исследование задачи несколько более общей, чем задача Дирихле. Пусть /2- область, 
ограниченная замкиутым коитуром (, который мы предположим состоящим из 
олной кривой. Кажлой точке М контура С поставим в соответствие некоторое 
число См, измепяющееся вообще непрерывно с изменением положения точки //, 
за исключением конечного числа точек разрыва первого рода (1, $ 9), и п.- 
ставим себе целью найти Функцаю и (+, У), гармоничесхую внутри 2) и прини- 
мающую значение См во веякой токе контура С, гдг И непрерывна. 

Мы не делаем никаких предположений а ргой о свойствах искомой фупкиин 
и (х, у) вблизи точки разрыва фуикцни (С на этом контуре; иоэтому не может 
быть речи о значении и (х, у) в одной из таких точек. Есля известно решение 
задачи Дирихле для контура С, то всегда возможно найти одно решенаее 
обобщенной задачи. 

Пусть А; (2, ^;) — точка разрыва функции И на контуре С; когла точка М 
стремится к этой точке А, то Им стремится к двум различным прелелам ар 6, 


* Пуанкаре, Метод Неймана и задача Дирихле (Аса тайетайса, т. УХ}. 
Этот мемуар является основным для этой теории. В последней статье Булигана 
(Вой: 14) о гармонических функциях (Мёточа![ 4ез Усепсез тийвтанадиез, 
вып. ХЬ 1926) можно найти полную библиографию новейших работ по этому 
вопросу; теорема о среднем значении играет существенную роль в некоторых 
из этих работ. 

** Атегсап Лоигпай ор Матетанс$, т. ХИ. 

*** Дипа!ез; 4е а Касийе 4ез $<енсез @е Гощоизе, т. МЬ 1892. 
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в зависимости от того, описывает ли точка М контур С в положительном иди 
отрицательном направлении. При этом функция 


—6 

М. (х, у) = Ч 1 агс1е у. а 
где для атс 1 выбрано какое-нибудь частное значеине, есть гармоническая фупкция 
внутри О, и значение (\)м, которое она принимает в некоторой точке М коин- 
тура, изменяется непрерывно с изменением положения точки М, за исключением 
точки А; где она претерпевает тот же самый разрыв, как и задания функция (7. 
При этом предполагается, что эта точка А, ие является угловой точкой контура; 
если бы эта точка была точкой встречи лвух дуг, пересекающихся под углом ®, 
то следовало бы заменить п через ® в знаменателе предыдущей формулы. Про- 
делаем то же самое со всеми точками разрыва А., А»... А, фуикции С. Разность 


п 


Ум=Ом— У (м 
Ген 


изменяется непрерывно с изменением положения точки /М на контуре С даже 
в точках, где функиия О разрывна, Пусть 9(х, у) — гармоническая функция 
внутри О, принимающая значение И» в каждой точке М контура С; функция 


п 
их, ух, + У Их, У (33) 
=1 


является гармонической внутри 0, ив силу способа, ‚которым опа была получена, 
она действительно принимает значение Им во всякой точке контура С, которая 
нс является точкой разрыва лля И. Это дает решение обобщенной задачн, и на- 
хождение этого решения сводится к отысканню 9(х, у), т. е. к задаче Дирихле. 

Формула (33) выясияст ход изменения фупкиии и(х, у) вблизи каждой точки 
разрыва фупкции О па контуре; эта фуикиия есть сумма фупкцин, стремя- 
щейся к опрелелепиому пределу, и выражения вида Кага =, которое пс 
имеет определениого зпачения в точке (2, 3). Заметим только, что эта фуйкция 
ограничена внутри /2. Мы ие можем утверждать, что них, у) есть единственное 
решение обобщенной задачи, по оно единственное, остающееся ограпиченным 
во всей области О. Мы это вывелем из изящного предложения Зарембы *. 

Пусть и(х. у) гармонзческая функция внутри области 0), ограничен- 
ной кривой р сбращающаяся в нуль в каждой точке С. за исключением ко- 
нечного числа точек А А... А, относительно которых известно только, 
и (х, м) 
108 г; 
А; д0 произвольной точки (х, у! области Р. Эта Ффун«ция их, у} равна 
нулю во всей облагти 0. 

В самом деле, пусть е — произвольное положительное число, а Н — число, 
превышающее расстояние между двумя любыми точкамн области О. Ясно, что 
вспомогательная функция 


что отношение стремится к ную вместе с расстоячием ггот точка 


(Хх, у) = Узи 


является гармопической функцией впутри О, ноложителышюй в этой области и 
на контуре С, где она иепрерывна за исключением точек А; Из кажлой точки Л, 
как цептра опишем окружиость весьма малого ралиуса р, и пусть я; — луга 
окружности, лежащая внутри 0. Гели вычесть из области /) те ее части, кото- 
рые попали впутрь этих маленьких кругов, то получим область О, ограничеи- 
ную частями нервоначального коптура и дугами 2, Согласпо предположениям, 
сделанным относительно функций их, уу можно выбрать число 2, СТОЛЬ 
малое, чтобы оба выражения 


(хуи (У и ок у их, У) 


* ВиЙеНи 4е ГАса4епие 4е$ Зс1енсез Це Стасоще, 1909. 
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были положительны на дугах с;. В самом деле, каждое из этих выражений пред- 
ставляет собой сумму из части, правильной в окрестности точки А, и члена, имею- 
щего вид (п; — =) 1087, гдет, бесконечно мала вместе с р. Если р выбрано указан- 
ным образом, то обе функции 9х У-и(х, У) и 9(х, у) — и(х, у) являются 
гармоническими внутри Д, и положительными на контуре, ограничивающем эту 
область. Следовательно, в каждой точке этой области имеем: |и(х, у\| < 9х, у). 
Если дана какая-нибудь точка М внутри Ш, то всегда можно выбрать столь малый 
радиус р, чтобы эта точка находилась также внутри />,. и, следовательно, прел- 
шествующее неравенство доказано для всякой точки области ДР, Очевидно, можно 
выбрать произвольное положительное число = таким образом, чтобы в определен- 
ной точке ох (х, у} была меньше некоторого наперед заданного числа. Следовательно, 
каково бы ни было в, неравенство это может существовать только в случае, если 


и(х, у) =0. 


Ясно, что это заключение применимо и в частном случае, когда гармоническая 
функция и(х, у), удовлетворяющая всем прочим условиям, изложенным выше, 
остается ограниченной внутри О. Если так, то при существовании двух решений 
обобщенной задачи Дирихле, ограниченных внутри 2, разность их была бы гар- 
монической фуйкцией, ограниченной внутри О и обращающейся в нуль на кон- 
туре за исключением конечного числа точек; но, как мы только что видели, эта 
разность должна тождествешю равняться нулю. 

Примечание Г. Если не ставить условия, чтобы гармоническая функция 
оставалась ограниченной внутри 0, то обобщениая задача может допускать бес- 
конечное число решений. Допустим, например. что С представляет собой окруж- 
ность х2-- у? — 2х==0, и что пачало представляет единственную точку разрыва 
функцин И на этом контуре. Прибавляя к решению обобщенной задачи и (х, у), 


эх где К обозна- 
д? —- у? 

чает произвольную постоянную, получим бесконечное множество решений той 
же задачи, но эти решения не являются ограниченными в данной области ($ 512, 
Примечание). 

Примечание П. Пусть Ё и /{ — максимум и минимум разрывной функции 
О на контуре С; гармоническая функция и(х, 5), представляемая формулой (33), 
остается заключенной между [Ги [ в области Г). Чтобы показать, например, что 
и(х, у) ие принимает никакого значения, большего чем Ё, достаточно заменить 


9 (х, у) через р 
+: У1108 (;°) 
п" 


=} 


остающемуся ограниченным внутри С, выражение К 


в рассуждении Зарембы. Гармоническая функция 9(х, у) — и(х, у), будучи по- 
ложительной на контуре, ограничивающем область 02), при условии, что р доста- 
точно мало, положительна во всякой точке области 1), но так как г=— произвольное 
положительное число, то это не могло бы иметь места, если бы и(х, у) было 
болыше /.. Точно так же можно убедиться, что и(х, у) не может принимать зна- 
чения, меньшего [, в какой-нибудь точке области Гу; и(х, у) не может принимать 
значения [ и [ ибо тогда эта функция имела бы максимум или минимум внутри 
р (5 503}. 

Мы уже видели, что на контуре С, вблизи точки разрыва А функции, И и (х, у) 
имеет вид: 


у—3 
и (х, у)= У(х, У Каст, 


где У (х, у) стремится к определенному пределу, когда точка (х, у) стремится кА. 
Если точка (х, у) приближается к точке А по кривой, касательная к которой 
8 то ке А не сов 'адает с касательной к контуру С, то предельное значение 
арктангенса заключено между значениями дуги для этих двух направлений каса- 
тельных к контуру С, проведенных из точки А и, следовательно, предельное 
значение п (х, у) заключено между двумя предельными значениями @ и 8 фуик- 
ции Им, когда точка М стремится к точке А на коптуре С. 
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515. Альтернирующий метод Шварца. Заслугой Шварца является введение 
альтернизующего процесса, применимого ко многим другим задачам и позволяю- 
щего пех сходить от выпуклого контура к другим контурам, гогаздо мевее частным. 
Этот процесс основан на одной лемме, которую мы и докажем прежде всего. 

’ Пусть С — выпуклый контур или, общее, замкнутый контур, для которого 
известно решение задачи Дирихле, и пусть тл — дуга, расположениая в области (2, 
ограниченной контуром С, и соединяющая две точки т и п этого контура, 
не Касающаяся контура ни в одной из этих точек. Точки т и п делят С на пве 
части Суи С;; обозначим через и (х, у} гармоиическую функцию, ограниченную 
внутри О, рассмотренную в предыдущем пара: рафе, принимающую значение нуль 
на Со иединицу на С\. Эта функция положительна и меньше единицы во всякой 
точке Р дуги ти, и если точка Р приближается к одной из точек т или п, то, 
как было показано, ир стремится к пределу, заключенному между нулем и еди- 
ницей. Следовательно, функция и (х, у) остается на всей дуге ти меньше поло- 
жительного числа 4, меньшего, чем единица. Пусть, с другой стороны, 9 (х, у) 
гармоническая функция внутри 0, обращающаяся в нуль на контуре С, абсолют- 
ная величина которой остается меньше положительного числа а вдоль контура С;; 
для определенности предположим что о(х, у) принимает определенное значение 
в каждой точке контура и что это значение изменяется непрерывно Обе функции 
ви- 9, `ви — 0 являются гармоническими и ограниченными внутри области О, 
обращаются в нуль на контуре Су и положительны на С;; значит, они положи- 
тельны в каждой точке области 0, и абсолютная величина о (х, у) меньше, 
чем и. В частности, вдоль дуги ти абсолютное значение 9 (х, у) меньше, чем 89; 
едва ли нужно отметить, что только что определенное число 4 зависит лишь от 
контура С и руги тл, но никоим образом не от функции © (х, у). Ясно, что это 
свойство сохраняет силу, когда Су и С; состоят из нескольких отдельных дуг; 
можно также заменить дугу ши системой нескольких дуг, расположенных внутри 
 н соединяющих точки Со или точки, отделяющие 
Сь от С,. Предыдущее рассуждение приложимо 
здесь без изменений. 

Чтобы изложить метод Шварца обратимся к 
наиболее простому случаю, когда область %) обра- 
зована путем наложения двух областей /) и О’, огра- 
ниченных замкнутыми контурами С и С’, пересека- 
ющимися только в двух точках ти п (черт. 90) и 
нигде не соприкасающимися. 

Предполагается, что оба контура С и С; выпуклы 
или, в более общем случае, что известно решение 
задачи Дирихле для каждой из областей ри Ш’. Две 
точки т и п делят каждый из контуров С и С’ на 
две различных дуги (а, а) и (5, 3). Дуге а, если ее 
рассматривать как дугу. соединяющую две точки 
контура С’, соответствует положительное число, мень- 
шее единицы, и точио так же дуге Ё, рассматриваемой 
по отношению к контуру С, соответствует положитель- 
ное число, меньшее единицы; обозначим через 4 боль- Черт. 90. 
шее из этих двух чисел. 

Допустим. что дана непрерывная последовательность значений на (а, 6), т. е. 
на совокупности двух дугаи . Построим функцию 4, гармоническую внутри 
Ри принимающую на а заданные значения, а на а непрерывную последователь- 
ность значенни, удовлетворяющих только условию, чтобы в точках ти п они 
были равны соответствующим задапным значениям. Эта функция и; принимает 
определенные значения на дуге 8. Построим, далее, функцию з\, гармоническую 
внутри О’, принимающую на В те же значения, что и:, и принимающую залапные 
значения на 5; затем построим функцию и, гармоническую внутри ДР и прини- 
мающую заданные значения на 4 и те же значения, что 9, нааи т д. попере- 
менно. Таким образом мы получим два бесконечных ряда функций (и, и»,..., 
Ин...) И (9, 5% ...01,...). Функции и; являются гармоническими внутри В 
и принимают заданные значения на а; функции 9, принимают заданные значения 
на фи являются гарменическими внутри /›’. Кроме того, и» и 9, принимают оди- 
наковые значения на В, в то время как и„ и 9„_;, принимают одинаковые зиа- 


12 5. Гуреа, т. ПГ, ч. 1. 
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чения на а. Докажем теперь, что в областях В и О’ соответствеино функцаи 
ии й 9, стремятся к пределу, когда п неограниченно возрастает. 

Пусть &-- верхний прелжел {из — | на 8; 9--т, равно нулю на 6 и равно 
и, —щ па В; значит, абсолютная величина разности 9—9! на а меньше, чем 29. 
Функция и; — и обращается в нуль на а и гавна 9—9 на а; значит, будем 
также на 3 иметь: |и; — из! < д?е. Продолжая таким образом шаг за шагом, видим, 
что на В будем иметь: из: — И < 9 ("9 в. а наз будет: Иа — | < 92718. 

Таким образом ряд 


+... (щи +... 


сходится равномерно на контуре (а, а), а значит, на основании теоремы Гарнака, 
равномерно сходится в области О. Сумма этого ряда {Л (х, у) =Ити,(х, у} есть 
гармоническая функция внутри О, принимающая заданные значения на а. Точио 
так же отсюда вилно, что 9, имеет пределом функцию У(х, у}, гармоническую 
внутри О’ и принимающую заданные значения на 2. Эти две функцин Си У прн- 
пимают одинаковые значения на а и на 8, ибо имеем и,—=у, на 8 и Ин, 
на а, следовательно, они совпадают в области, ограниченной дугамн а и 8. Если 
так, то функция Р(х, У\, равная И в области О и-`И в области ГУ, является гар- 


мопической во всей областн $ и лает решение задачи Дирихле для этой области. 


Черт. 91а. Черт. 91. 


Этот метод непосредственно распрастраняется на случаи гораздо менее простыс 
когда контуры С и С’ пересекаются более чем в двух точках или даже имеют 
общие часли. В случае, представленном на рис. Э1а, контуры С и С’ имеют че- 
тыре общие точки 21, п, р, 9; на чертеже отмечены дуги, которые в рассуждениях 
для этого случая должны заменить дуги а, В, а, 8. 

В случае, изображенном на рис. 956, контурами С и С’ являются контуры 
ппрагягт и тз@тпрет, имеющие общие части. Подставляя в наши рассуждения 
вместо а луги прдг. и т2ё$, вместо а дуги тп и $, вместо В дуги дгир и втг 
и вместо 8 дуги #4 и гр. мы видим, что если мы можем решать задачу Дирихле 
для областей, ограниченных контурами С н С’, то мы сможем решать ее и для 
области, ограниченной двумя контурами и1215т и праги. 

Последний пример показывает, как можно переходить от области, ограничен- 
ной одним контуром, к области, ограниченной несколькими коитурамн. 

Приложение. Из решения задачи Дирихле Небег* вывел очень простое 
доказательство первой теоремы Пикара, установленной выше (стр. 147). Пусть 
и (х, у) — некоторая ограниченная гармоническая функция, правильная в каждей 
точке области Г), за исключением, может быть, одной точки А этой области. Из 
точки А, как центра, опишем две окружности С и с радиусами ® и р соответ- 
ственно (р < А), расположенные в области О. Пусть 9(х, у) гармоническая 
функция, правильная внутри С и совпадающая с и(х, У) на С; метод Лебега 
заключается в доказательстве того, что во всякой точке (х, у) внутри С, отличной 
от точки А, будем иметь и == 9. 


* СотрЁе$ гепйиз, +. 176, 1923, р. 1097. 
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Если МЬ—верхняя граница абсолютной величины и(х, у) в области О,то ч аб- 
солютная величнна 9 (х, у) на окружности С, а следовательно, и внутри С, будет 
меньше 1. Пусть будут ии (х, у) и из (х, у) две гармонические правильные функции 
внутри кольца, заключенного между С и с, совпадающие с ицх, у) на Си равные 
соответственно -- М и — М на с. Разность и; — и положительна на с, равна нулю 
на С, и так как она не может иметь минимума между Си с, то в этой области 
будем иметь: и, —и_> 0. Точно так же получим неравенства 


и— и, > 0; ш— 9 >00; о- и, 0. 
Итак, в рассматриваемом кольце имеем: 
ш — | «ш-и.. 


Следовательно, гармоническая функция и: — и, равная 2М на с и обращаю- 
щаяся в нуль па С, тождественно равна 


05 —Ю8г 

щи 

108 В — 108? 
где г— расстояние от точки (х, у} до точки А. Если дана какая-нибудь точка 
(х, у) внутри С, отличная от центра, то можно выбрать число р < г столь малым, 
чтобы предыдущее выражение было меньше любого произвольно выбранного по- 
ложительного числа =. Таким образом в каждой точке даниой области мы дей- 


ствитезьно имеем: и (х, у) —=9(х, у). 
Доказательство это распространяется и на гармоинческие функции в простран- 


стве, если заменить 0: г иа —. 
> 


516. Внешняя задача. До сих пор мы изучали гармонические функции 
только в ограниченной области. Рассмотрим теперь область %, образо- 
ванную частью плоскости, внешней по отношению к некоторому замк- 
нугому контуру Г, и пусть #(х, у) — интеграл уравнения Ай = 0 — 
представляет функцию, правильную в каждой точке (а, 2) области 8. 
Чтобы изучить изменение этой фуикции при неограниченном возраста- 
нии Хи у, достаточно применить преобразование обратными радиусами- 

х! у 
= хе ру ‚ У= хе -ру . Части плос- 
кости ху, внешней по отношению к кругу С ралнуса Ю, расположенному 
внутри 5 и имеющему центр в иачале координат, соответствует на 


векторами, положив, например, х= 


1 
плоскости х'у круг с радпуса =. Функция и(х, у) преобразуется 
в функцию 
х у 
ш (х', У) = и (= и?’ эру) , 


которая также представляет интеграл уравнения Лапласа ($ 503) ‘и 
является правильной во всякой точке с, за исключением, может быть, на- 
чала. Если эта функция и’(х’, у’) правильна также и в начале, то она 
является гармонической функцией внутри с,/и мы будем говорить, 
что функция и (х, у) правильна в бесконечности. Внутри с функция 
и'(х', у’) может быть разложена в`ряд вида: 


-- со 
ш-— У 9, у, (34) 


т=о 


12* 
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где 9„(х’, у') — однородный гармонический многочлен т-й степени 
(5 503). Производя обратное преобразование, получаем отсюда, что 
в области, внешней по отношению к С, функция и (х, У) разложима 
в ряд вида: 
У 226. 35 
й И (2-Е у)", ( ) 
обратно, разложение в ряд такого вида характеризует гармоническую 
функцию, правильную в бесконечности, так как можно непосредственно 
от ряда (35) вернуться к ряду (34): 

Для области ®, образованной частью плоскости, внешней по отноше- 
нию к некоторому замкнутому контуру Г, можно поставить задачу, 
‚аналогичную задаче Дирихле: 

Найти функцию, гармоническую в области ©, внешней по отно- 
шению к контуру Г, правальную в бесконеиности и принимающую 
на контуре Г непрерывную последовательность заданных значений. 

Эту задачу называют внешней задачей относительно контура Г; 
в противоположность этому задача, которой мы занимались до сих пор, 
называется внутренней задачей. Внешняя задача, относящаяся с замкну- 
тому контуру Г, приводится к внутренней задаче для другого контура Г". 
В самом деле, пусть О — внутренняя точка контура Г; преобразование 
обратными радиусами-векторами с полюсом в точке О переводит контур Г 
в контур Г", а область ®, внешнюю по отношению к Г, — в область ЗУ, 
внутреннюю для Г’. С другой стороны, всякая функция и (х, у), гар- 
моническая внутри >, правильная в бесконечности, преобразуется в функ- 
цию #(х’, у’), гармоническую внутри Ф! Если дана последовательность 
значений и (х, у} вдоль контура Г, то тем самым известна последова- 
тельность значений и' вдоль контура ТГ’. Следовательно, если известно 
решение внутренней задачи для контура Г", то отсюда можно получить 
решение внешней задачи для контура Г. 

Примечание. Если даны две функции (и У, гармонические вне неко 
торого контура Ги правильные в бесконечности, то на них можно распространить 
общую формулу (11). Действительно, рассмотрим вспомогательную окружность 
С с центром в неподвижной точке О, заключающую внутри весь контур Г. Так как 
обе функции Ши И являются гармоническими в области, ограниченной кривы- 
ми Си Г, то можно применить формулу (11) к совокупности этих двух кривых. 
Когда радиус Ю окружности С неограниченно возрастает, интеграл, соол Воттвую 


щий С, стремится к нулю; действительно д, зу ‚...) И, следовательно, Эн, дя 


1 
суть бесконечно-малые порядка ра» а интеграл, взятый по контуру С, имеет вид: 


2 
1 
в Б а$, причем функция 2 остается конечной. Итак, остается соотношение: 
о ау аи 
0— — И — | 45 —= ! 
( Я Яя | $ —=0, (11') 


где производные взяты по направленню нормали, внешней по отношению к Г. 
Следуег заметить, что формула (13) не распространяется таким же способом 
на функцию гармоническую во внешней по отношению к Г области, (упражнение ‚ 6). 


$ 517 П. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ. ФУНКЦИЯ ГРИНА 181 


517. Конформное отображение. Задача конформного отображения тесно 
связана с задачей Дирнхле. Пусть 0, О’— лве области, ограниченные 
замкнутыми контурами С и С’, для которых известно конформное пре- 
образование, устанавливающее однозначное соответствие между точками 
Ви [Ги Си С.. Всякая функция и, гармоническая в области О, пере- 
водится этим преобразованием в функцию и’, гармоническую внутри 0!; 
ясно, что если известны значения ы влоль контура С, то известны 
также значения и’ вдоль С’. Таким образом, если будет известно реше- 
ние задачи Дирихле для области О), то будет также известно решение 
этой задачи для области О’. В частности, если дана область О, огра- 
ниченная одиой замкнутой кривой С, то мы получим решение задачи 
Дирихле для этой области, если сумеем осуществить конформное отоб- 
ражение области Д) на плоскость некоторого круга. Обратно, Риман 
доказал возможиость этого конформного преобразования, пользуясь прин- 
ципом Дирихле. 

Пусть 7 =={(2) — аналитическая функция, позволяющая осуществить 
коиформное отображение области Д на круг радиуса единица; функция 
У (2) должиа быть голоморфной внутри О, и для всякой точки этой об- 
ласти должно быть |{ (2)! <1. Кроме того, значению 7, модуль которого 
меньше единицы, должна соответствовать одна и только одна точка 2 
внутри О. Пусть 2 ==а-- точка О, соответствующая значению 2 == 0; 
уравнение /(2) ==0 должно допускать единственный корень 2 = 25 внутри 


®, где п (2) — 


функция, голоморфная внутри /); это можно написать, заменяя п (2) через 
Р-- (Е в виде 


этой области, и следовательно, /(2) имеет вид: (2 — 2, }е 


де” * РТ 9 

гле ги ф— модуль и аргумент разности 2 — 20. Для всякой точки кон- 
тура С лолжно быть |Д|==1 и, следовательно, Р-- ю8л==0. Слелова- 
тельно, функция Р(х, у) должна быть гармонической внутри О) и при- 
нимать те же значения, что — 105 л на контуре С. Мы пришли к частному 
случаю задачи Дирихле. Допустим, что известно решение этой задачи 
для рассмотренной области; тогда можно подобрать к функции Р(х, У), 
гармонической внутри О, другую функцию, гармоническую внутри Ди 
определенную с точностью до аддитивной постоянной так, что Р-Р СЁ 
будет голоморфной функцией 2 внутри Ш). Остается исследовать, удов- 
летворяет ли определенная таким образом функция 


Па (2 — 20) ет ет 


нсем требуемым условиям. Можно злесь же заметить, что постоянная, 
от которой зависит О, ие имеет никакого значения для этого вопроса, 
ибо изменение значения этой постоянной приводит к прибавлению к ар- 
гументу 2 некоторого постоянного угла, но не изменяет его модуля. 

1. Каждой точке 2, расположенной внутри контура С, соответствует 
точка внутри окружности Г ралиуса единица, описанной из начала на 
плоскости 7. Действительно, фуикция и=Р -- 18 г стремится к — ©®, 
когда 2 стремится к 2%, следовательно, можно описать из точки 2%, как 
центра, окружность с столь малого радиуса р, что функция и будет отри- 
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цательна внутри круга. Функция и, будучи гармонической в области, 
заключенной между С и с, и равной нулю на контуре С, отрицательна 
во всякой точке, расположенной между С и с. А так как радиус о 
может быть взят сколь угодно малым, то функция и отрицательна 
во всякой точке = внутри области Д, откуда заведомо будем иметь: 
121 < 1. 

2. Обратно, пусть 7 — какая-нибудь точка внутри Г; уравнение 
1(2) ==Й имеет один и только один корень внутри области `). Это 
очевидно для 2==0. Рассмотрим теперь какое-нибудь отрицательное 
число 7. На всякой дуге кривой, соединяющей точку 2, с некоторой 
точкой окружности С, имеется по крайней мере одна точка, для кото- 
рой и(х, У) принимает значение 7, тек как и изменяется на этой дуге 
от — со до нуля. Геометрическое место этих точек образует одну или 
несколько замкнутых кривых, ибо аналитическая кривая и(х, у) =т 
обладает только обыкновенными точками или кратными точками с раз- 
личными касательными ($ 503); более того. дуга аналитической кри- 
вой может пересекаться с этой кривой только в конечном числе 
точек, так как вдоль дуги такого рода и(х, у) представляет аналитиче- 
скую функцию одного параметра. Можно утверждать, что эта кривая 
состоит из единственной замкнутой кривой С„, окружающей точку 2. 
Действительно, во всех других случаях она бы определяла область 5, 
внутри которой функция и(х, у) была бы гармонической, в то время 
как на контуре она имела бы постоянную величину; она явчялась бы 
когда постоянной. Кривая С„ таким образом разбивает область ДО на 
дне части — одну внутреннюю, заключающую точку 2, для которой 
имеем и”, и другую кольцеобразную, заключенную между С„ и С, 
для которой и > т. При изменении т от — со до нуля получаем семей- 
ство кривых С„, охватывающих друг друга, начиная с бесконечно калой 
замкнутой кривой вокруг 25, и все более приближающихся к контуру С, 
по мере того как т стремится к нулю. Вообразим, что точка = 
описывает кривую С„ в положительном направлении; соответствующая 
точка 2 описывает окружность радиуса е”, лвигаясь все время в том 
же направленни. Пусть, в самом деле, 5— дуга кривой С„, отсчитыва- 
емая в положительном направлении; аргумент 2 равен о ==Ф-|- ©. Соот- 


ао аи. ао 
ношение — =—— ‚. ($ 903) показывает, что производная — положи- 
45 ап 45 


аи 
тельна, так как производная Яр. взятая по внутренней нормали, оче- 
п 


видно, отрицательна; значит, аргумент © все время возрастает, и так 
как этот аргумент возрастает на 2п, когда 2 описывает кривую С,„. 
то отсюда следует, что каждой точке С„ соответствует одна единственная 
точка окружности | 2|=е”, и наоборот. Установив это, возьмем какую- 
нибудь точку =е”\"' внутри Г (т << 0); тогда всякая точка, являю- 
щаяся корнем уравнения /(2) ==е” "", должна находиться на кривой С. 
и очевидно, что имеется одна и только одна точка этой кривой, для 
которой э=и -{ 221. 

3. Остается показать, что соответствие точек контуров Си Г вза- 
имно-однозначно. Риман, повидимому, не заботился об этом пункте, 
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который никоим образом не очевиден Когда точка 2 приближается 
к точке М контура С, то Р--1ю5хг действительно стремится к нулю, 
и модуль 2 стремится к единице, но мы пока не можем ничего утвер- 
ждать относительно поведения функции @(х, у) вблизи точки М. Действи- 
тельно, эта функция © получается из производных у, у путем квад- 
с 
ратур; нельзя быть уверенным а рйо!! в том, что эти производные со- 
храняют конечные значения на контуре С; могло бы случиться, что О 
не стремится ни к какому пределу или что ее модуль неограниченно 
возрастает; аргумент 2 также не стремился бы ни к какому пределу, 
когда 2 стремится к точке . 

Трудность немедленно устраняется, если контур С образован одной 
единствениой правильной дугой аналитической кривой. Функция Р(х, у), 
принимающая аналитические значения на этой дуге, является в этом 
случае гармонической в некоторой области 3), заключающей внутри 
область ДО ($5 511). То же самое имеет место для сопряженной 
функции О(х, у), и, следовательно, каждой точке контура С 
соответствует одна определенная точка контура Г. Рассуждение, только 
что приведенное для кривых С„, доказывает, что, обратно, каждой 
точке Г соответствует только одна точка С. Возьмем еше более общий 
случай, когда контур С состоит из конечного числа правильных дуг ана- 
литических кривых, сходящихся в вершинах контура, причем особые 
точки на дуге аналитической кривой рассматриваются как вершины. 
Пусть а — одна из таких дуг; функция Р(х, у) может быть продолжена 
за дугу аё; то же самое рассуждение доказывает, что точке т дуги а6 
соответствует единственная точка м контура Г, причем обе точки т и 
д перемещаются одновременно в положительном направлении. Когда 
точка м описывает дугу аб, № может описать только часть Г; действи- 
тельно, если бы двум точкам Ш и т дуги а6 соответствовала одна и 
та же точка м контура Г, то точке внутри Г, бесконечно близкой ки, 
должна была бы соответствовать точка области ШО, бесконечно. близкая 
одновременно ик тик т'. Следовательно, дуге а контура С соот- 
ветствует определенная дуга а8 контура Г, причем обе эти дуги опи- 
сываются в то же самое время в положительном направлении. Вся труд- 
ность заключается в том, чтобы показать, что такие дуги, как аВ, по- 
кривают окружность Г один и только один раз *. 

Примечание. Все конформные преобразования, приводящие в соответ- 
ствие с самим собой круг радиуса едипицы, имеющий центр в начале, получа- 
ются посредством линейного преобразования Ё=—е" ^^ 2, 

4(2— 25’) 
внутренней точки этого круга, отстоязщей на расстоянии 4 от центра, =, — аффикс 


<опряженной точки, а — вещественная постоянная. Эти преобразовзиия зависят 
от трех вещественных постоянных. Если известно одно конформное отображение 
некоторой области, ограничениой простым контуром Ш на этот круг, то все дру: 
гие отображения можно получить, комбинируя данное отображение с предыду- 
щими преобразованиями. 


Где 25 — аффикс 


* Доказательство эт® было дано Пикаром (Тгайв 4’Апа[узе, +. И, р. 301 и 
след., 2-е издание). В заметке Монтеля в коице второй части настоящего тома 
указан метол, применимый к значительно более общим случаям. 
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518. Функция Грина. Пусть О — область, заключенная внутри про- 
стого контура С, удовлетворяющая условиям предыдущего параграфа, 
которую можно конформно отобразить иа круг радиуса единица. Если 
известно, как осуществить это отображение, то задача Дирихле, относя- 
щаяся к области О, приводится к задаче Дирихле, относящейся к кругу, 
для которого решение известно. 

Пусть 0 (5) — заданная непрерывная функция на контуре С, которую 
предположим выраженной при посредстве дуги $, отсчитываемой в по- 
ложительном направлении от произвольного начала. Чтобы найти зна- 
чение в некоторой точке (а, №) области ДО функции, гармонической 
внутри ДР и равной (($} на С, возьмем функцию 

П==(2—а— 6) е’1®, 
которая приводит во взаимно-однозначное соответствие точки области 
р и круга радиуса единица так, что центр круга соответствует 
точке (а, 2). Точке $ контура С соответствует точка, имеющая аргумент 


98 —= О-о, где 2-—- а— М ==” 


на окружности Г. Функция ((5$) преобразуется в непрерывную функцию 
О) (9) с периодом 2п, а искомая гармоническая функция переходит 
в функцию, гармоническую внутри круга и принимающую значение 
(1 (9) на окружности. Значение в центре круга, т. е. значение ((а, 2) 
в точке (а, 5), дано формулой (17) (5 508) 


2= 


1 
(а, 6) = 5. (8) 40. 


[0 


Если принять за независимое переменное дугу $ контура С, то эта 
формула примет вид 


О (а, "5: \ О ($) (2+9) @$, 


п 
[@ 


а ах 
пе , РА обозначают производные, взятые в направлении положи- 
$ 
тельной касательной к контуру С. Но эти производные равны соот- 
аР 41057 
ап’ аз 
по внутренней нормали к контуру С. Итак, значение (а, 5) можно 
написать в виде: 


ветственно — {$ 503), причем последние производные взяты 


1 АР 4105г 
9, Ио + п“) 
с 
или еще 
1 4 
(а, Ох | бал 46 (37) 
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гле через С (х, у; а, 8) обозначена функция — Р(х, у) — ю=г. Эта функ- 
ция С (х, у; а, 6) есть функция Грина, относящаяся к контуру Си 
к внутренней точке (а, 5). Согласно определению гармонической функ- 
ции Р(х, у) функция Грина определяется следующими свойствами: 
1) она равна нулю во всякой точке контура С; '2) внутри С она равна 
сумме гармонической функции и —1о#г. Отсюда следует, что она явля- 
ется гармонической функцией в окрестности всякой точки внутри кон- 
тура С, за исключением точки (а, 8), где она обращается в беско- 
нечность, как 


юн а+0—8. 


Знание этой_ функции Грина для контура С позволяет, как мы видим, 
решать внутреннюю задачу Дирихле для данного контура, какова бы 
ни была заданная функция ((5) на контуре С. С этой точки зрения 
функция Грина представляет сходство с функцией Римана и(х, у; &, 1} 
(5 498). Но в то время как функция Римана не зависит от контура, 
для которого нужно решить задачу Коши, и зависит только от коэфи- 
циентов уравнения, функция Грина зависит от самого контура С; кроме 
того, она допускает логарифмическую бесконечность, тогда как функция 
Римана непрерывна. Каждому замкнутому контуру рассмотренного вида 
соответствует своя функция Грина; исследование этой функции приво- 
дится к иахождению конформного отображения внутренней области ДС 
на круг, т. е. к решению частного случая той же задачи Дирихле. 

Для некоторых простых случаев функцию Грина легко получить. 
Сначала возьмем круг радиуса Ю; пусть Р — внутренняя точка на расстоя- 
нии 0 от центра, Р, — точка, гармонически сопряженная с Р по 
отношению к концам лиаметра, проходящего через Р, ги д— 


; 
расстояния некоторой точки М от точек Ри Р,. Отношение —1 равно 
г 


Юг Ю 


есть функция Грина для круга, ибо она равна нулю’ на окружности, а 


е в каждой точке окружности; функция 10 (=) —=10о (=) — юг 


„ 
1(е}=4 (=) является гармонической функцией внутри круга. Заменяя @ 


этим выражением в общей формуле (37), приходим снова к формуле 
(16) (5$ 508). Возьмем теперь контур, состоящий из полуокружнссти. 
АМВ и диаметра АВ. Пусть Р — внутренняя точка, Р,-—-точка, гармо- 
нически сопряженная с Р, по отношению к концам диаметра, проходя- 
щего через Р, Ри Р; — точки, симметричные с Ри Р., по отношению 
к диаметру АВ; г, г, И, г, — расстояния от точки М до точек Р, Р, 
и } 
Р’, Р.. Легко убедиться, что выражение 107 (7) есть функция Грина 
ТИ 
для этого контура. 
Прием 5 508, при помощи которого возможно было добиться исчез- 


ап 
новения члена с фа 8 общей формуле (13), когда контур С представ- 
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лял собой окружность, достигал цели потому, что функция Грина для 
этого контура была известна а рНоп. Тот же прием мог бы быть с ус- 
пехом применен для любого контура, если бы была известна соответствую- 
щая функция Грина С (х, у; а, 6). Действительно, так как функция 


С (х, у; а, В) 105 
является гармонической внутри контура С, то имеет место соотношение: 


1 аа ‚ 9105г аи 
0 \ (“+ ) +17, 4. (38) 


— 2п ап 


Складывая почленно формулы (13) и (38) и замечая, что @ равно 
нулю на контуре С, снова получаем формулу (37). 

Это доказательство имеет преимущество, так как применимо и к много- 
связной области, или к области, ограниченной несколькими различными 
замкнутыми кривыми. Функция Грина для подобной границы определяется 
такими же условиями, как вышеприведенные; она должна исчезать на 
контуре, а внутри контура равняться сумме гармонической функции 
и— 1х, гдехг всегда обозначает расстояние от точки (х, У) до вну- 
тренней точки (а, 8). Но это доказательство предполагает существование 


а0 в = 
яя На контуре для искомой гармонической функции *. Для случая кру- 
я . 

гового кольца вычисление указано ниже (упражнение 14). 


Можно также определить фупкцию Грина лля виешней задачи, относящейся 
к некоторой области 3 простирающейся до бесконечности и ограниченной одной 
или несколькими замкнутыми кривыми, образующими границу С этой области. 
Пусть Р — какая-нибудь точка области 3 с координатами (а, 8). 


* Когда различные части коитура С состоят из конечного числа правильных дуг 
аналитических кривых, можно легко дополнить доказательство. С одцой стороны, 
методы Шварца позволяют доказать, что задача Дирихле имеет решение для этой 
области. Следовательно, функиия Грина существует, так как ее можно получить, 
прибавляя к — 102 х гармоническую функцию Р (х, у; а, 6), принимающую на кон- 
туре те же значения, как 10$ и. Эта функция Р, принимающая аналитические 
значспия вдоль дуг аналитических кривых контура, может быть продолжена за 


пределы области, и следовательно, существует на контуре. Мы не можем 


ап 
ап в 

утверждать, что „„ также существует на контуре для гармонической функции 0, 
Принимающей последовательность заланных значений (($) на контуре С. 
Чтобы обойти затруднение, возьмем па каждой дуге контура С такую анали- 
тическую функцию У (5), чтобы было | ($5) — И (5) | < : в каждой точке контура С. 
Гармоническая функция У, равная У(5) на контуре, может быть продолжена 


за пределы контура и, значит, Я существует на коцтуре С. Следовательно, 
й 


можию приложить к этой гармопической функции \У общую формулу (37). 
С лругой стороны, разность /— У меньше з во всякой внутренней точке. 


В тождестве 
Г аа гс аа 
И в) Чиа ия \ (а 


члены правой части меньше е ($ 519) и, следовательно, абсолютная величина левой 
части меньше, чем 2=; так как = произвольно, то левая часть равна нулю. 
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Функция Грина С (х, у; а, 5, относящаяся к контуру С, для внешней задачи 
определяется следующими свойствами: она обращается в нуль во всех точках 
коитура С, она является правильной в бесконечности и гармонической вблизи 
каждой точки 3), за исключением точки (а, 6), вблизи которой обращается в 


бесконечность, как.— 8 [а +о-5). Чтобы найти значение (а, 5) 


в точке Р функции, гармонической внутри ®), правильной в бесконечности и при- 
нимающей заданные значения на контуре С, достаточно приложить формулу (11'} 
’ 


к функциям И и С (х, у; а, 6), которые являются гармоническими в области 3, 


полученной путем вычитания из области ® внутренней части окружности 1 весьма 
малого радиуса, имеющей центр в точке Р. Заставляя стремиться к нулю радиус 
окружпости { и воспроизводя вычисление $ 507, легко получить формулу: 
1 аа 
(а, = - 45 ( 
(а 9) 2х ап * (39) 
С 
где производная взята по нормали, направленной внутрь области 3 *. 
В МР, а 
В случае круга функция Грина для внешисй задачи есть 109 (ты 5), 
гле Р,— точка, гармонически сопряженная с Р по отношению к концам диаметра, 
проходящего через Р, М — какая-нибудь точка, Ю -—— радиус, 4 — расстояние точки 
Р от центра. Произведя вычисления, находим формулу, внолне аналогичную фор- 
муле Пуассона: 
гг 
И (а, = И 
2= 
С 


4 — К? 


ке“ 


которую можио проверить таким же способом. вылеляя член, который представ- 
ляст потенциал двойного слоя 


Иа в ( 045 1 ая 


2] 2Ю_ г 
С с 
и нрименяя известные свойства этого потенциала ($ 505). 

519. Свойства функции Грина. Функция Грина С (х,у;&, 1) зависит от 
двух пар переменных (х, у} и (5,1). Она была определена пока (ограни- 
чиваясь внутренней задачей) только для случая, когда точка (&, 1) нахо- 
днтся внутри контура С, а точка (х, у), являясь внутренней точкой или 
точкой контура С, отлична от точки (4, 1). Пусть (а, 6) и (а, &') — две 
какие-нибудь точки внутри С, } и’ — две окружности весьма малых ра- 
диусов р,0', описанные из этих точек, как центров, и расположенные цели- 
Ком в области О. Обе функцин 


ба, 6) и ба, 1) 


являются гармоническими в области О’, ограниченной контуром С и двумя 
окружностями ] и 1’. Замечая, что @ = @'==0 вдоль контура С, выводим 
низ общей формулы (11) соотношение: 


‚ _ 40! ац г, 44! аЦ 
К о 
т 1’ 


* Важно заметить, что функция @ + ‘05 ис является правильной в беско. 
нечиости, так что пельзя приложить формулу (1!) вдоль С к двум функциям 0 
и @-+ юсх. Наоборот, метол. применеиный при доказательстве формулы (39) 
для случая внешней задачи, нрименим без изменений к внутренней задаче. 
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причем производная взята по внешней нормали к окружности. Вблизи 
точки (а, 2) функция 
Ц (х, уа, 6) 


имеет вид: — 192 7-- = (х, у), где ©(х, у) является гармонической функцией, 
а г есть расстояние от точки (х, у) до точки (а, 6). Интеграл, взятый 
вдоль ‘], обращается, таким образом, в следующий: 


`, 40' „ав ( [16 ‚ов. 

а’ — а. — т 0! р: а', 6). 
\(< >” а а \ 5’ а т 45 п О’ (а, В; а’, 2) 
т 

Интеграл, взятый вдоль \', точно так же равен 

— 20 (а', В; а, 5). 

Заменяя (а,2) через (х, у) и (а', #)) через (&,1), получаем основное 

соотношение: | 


С (х, у; 3, 1) = (6, 1х, 5). (40) 


Итак, функция С(х, у; & 1) сииметрична по отношению к двум 
парам переменных (х, у) и (&,1), и следовательно, она является гармони- 
ческой функцией от (&,1) в каждой точке области О, за исключением 
точки &=х, ц==у. Следовательно, если мы рассмотрим в пространстве 
четырех измерений (х, у;&, 1) область Ю., определенную так, что каждая 
из точек (х‚у) и (&,1) описывает область О и контур С, то функция 
С (х, у; &, 1) имеет определенное значение в каждой точке области А,, 
за исключением многообразия двух нзмерений: &= м, и==у. Она равна 
нулю, когда одна из точек (х,у), (#,1) попадает на контур С. Она 
является гармонической по отношению к каждой паре переменных (х, у), 
(5,1) вблизи всякой точки внутри области Ю., не принадлежащей к осо- 
бому многообразию; она не изменяется при перестановке обеих пар 
переменных (х,У) и (8,1). 

Эта функция всегда положительна, если обе точки (х,у) и (5, 1} 
находятся внутри С. Действительно, рассматриваемая как функция ог 
(х, У), она равна нулю наСи равна -- со в точке (&, 1). Отсюда следует, 


аа 

что производная „_ положительна во всякой точке контура С, посколь- 
п 

ку @ может только возрастать при перемещении внутрь. Интеграл 


аа 
45, все элементы которого положительны, равен 2п, ибо если 


функния (С равна единице на контуре С, то имеем во всякой внутрен- 
ней точке (/(а, 6) —=1. 


Пусть х=е(х’, У) и у==Ф(х', у’) -- формулы, определяющие коиформное 
преобразование, которое позволяет отобразить область [), ограниченную контуром 
С, на другую область О’, ограниченную контуром С”, так что имеет место одно- 
значное соответствие между точками двух областей и двух контуров. Функция 
Грина С (х, у; Ё.л), относящаяся к контуру С, переходит в функцию С ($, $$, т) 
переменных х’, у’, которая равна нулю на контуре С’и представляет гармони- 
ческую функцию в области 0’, за исключением окрестности точки (5, 1’), со- 
ответствующей точке (1). В самом деле, С (х, у; ®, п) есть действительная 
часть аналитической функции Ё(2) вида 


2(2) — 05 (2—8, 
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где #(2) — функция, голоморфная в области О. После преобразования х + {у = 
—$--й& функция С переходит в аналитическую функцию 
Е1 (2) — В (х’ 4, 
81 (2') — 108 (2 — — т, 


причем 2; (2') голоморфна в области 0. Отсюда следует, что в окрестности точки 
{', т’) функция С (+,3;5, т) равна 


1 з '`\ 
Тю ж-#) и )] 
5 5 |( Е ( т 
плюс правильная часть. Итак, нмеем: 
Чу, Ут] ==’. УЗ, т), 


которая имеет вил: 


где С’— функция Грина для контура С’, особая точка которой (5', п”) при данном 
конформном преобразовании соответствует точке (. т). 

В частности, если область О ограничена единственной замкнутой кривой С, 
то можно отобразить эту область на круг; при этом некоторые свойства функции 
Грина * становятся интуитивно ясными. Если при помощи преобразования 
инверсии Мы замепим круг полуплоскостью, например верхней полуплоскостью 
плоскости ху, то функция Грина заменится функцией 2х, у; :, 1), которая долж- 
на обращаться в нуль вдоль оси х и представлять гармоническую функцию во 
всякой точке этой полуплоскости, за исключением одной точки (5, п), где она 
имеет логарифмическую бесконечность, и которая стремится к нулю при неогра- 
ниченном возрастании (х? - у?). Такой функцией, очевидно, является 


1 (ЕАО 
218 кои 


1: ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА. 


520. Обобщение задачи Дирихле. Рассуждение, при помощи которого 
было доказано, что затача Дирихле для уравнения Лапласа не может 
допускать нескольких решений, в некоторых случаях легко распростра- 
няется на общее уравнение эллиптического типа, приведенное к кано- 
ническому виду ($ 479) 


__ 928 92 
дм? Т ду? 


ди 


Р (и) 9х 


а 


где а, 6, с, }— непрерывные функции переменных х, у в областях, 
0 которых будет итти речь. Обобщенная задача Дирихле состоит также 
в нахождении интеграла уравнения (41), правильного в замкнутой обла- 
сти О, ограниченной контуром С, и принимающего на этом’ контуре 
непрерывную последовательность заданных значений. Эта задача не может 
допускать более одного решения, если коэфициент с отричателен 
или равен нулю во всякой точке области О. Элементарный метод, при- 
веденный ниже, принадлежит Парафу. 

Предположим сначала, что коэфициент с отрицателен в каждой точке 
области О, Если бы задача допускала два решения, то их разность 9 
была бы интегралом однородного уравнения Ё(.) ==0, правильным 
в области Ди обращающимся в нуль на кон:уре. Если эта разность не 
равна тождественно нулю, то она принимает положительные или отрица- 


д 
Ноу + си =), 40 


19 Г уабатат а ВиИейт ае 1а Зоб татётаНдие (заседание 28 июня 
11 г.). 
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тельные значения внутри 0), и следовательно, допускает положительный 
максимум или отрицательный минимум в некоторой точке (ху, У) этой 
области. Так как второй случай приволится к первому путем замены © 
через —, то мы можем предположить, что в точке (ху, Уд) функция 
9(х, у) имеет положительный максимум 9). Согласно общей теорни 
(1, 5 47) в этой точке мы должны иметь: 


У: ‚2 о 

2) (5), (9,50 (9,5 

“5 ЗУ / в 9х? 75 52). 
— условия, несовместимые с уравнением Р(т)-=0 и неравенством 9% > 0 
для точки (хо,Уо}. Итак, не может существовать решения уравнения 
Е (5) =0, удовлетворяющего поставленным условиям. 

Случай, когда коэфициент с не является положительным ни в какой 
точке области О, приводится к предыдущему случаю, если положить 
Ф«==2, где г — функция от х и у, правильная в области О и не об- 
ращающаяся в нуль ни в какой точке этой области или ее границы. 
Уравнение Л (9) =0 заменяется уравнением того же вида, причем ко- 

Е(2) 

эфициент при 2 равен —. Чтобы предыдущее заключение оставалось 
в силе, достаточно, чтобы можно было выбрать функцию = так, чо во 
всей области О имело бы место 2 >> 0, Р(2) < 0, и равенство нулю было бы 
исключено. Но если взять для 2 функцию вида А — е**, где А и а—— два 
положительных постоянных, то будем иметь 2 (2) =6А — (4? + аа- с)", 
и это выражение отрицательно в рассматриваемой области, каков» бы 
ни было А, если только 9&?- аа + с положительно во всякой 
точке О, — условие, которому всегда можно удовлетворить, взяв положи- 
тельное число @& достаточно большим. Если число а таким образом 
определено, то достаточно взять для А положительное число, болышее 
максимума г“ в области ШО. В частности, очевидно, что, когла с —0, 
уравнение (41) нз можег допускать более одного интеграла, правильного 
в области О и принимающего заданные значения на контуре. 

Это заключение не может быть распространено на случай, когда ко- 
эфициент с принимает положительные значения в области О. Например, 
уравнение Ан -|- 2и-= О допускаег интеграл и = чп х.9ту, правильный 
внутри квадрата, образуемого прямыми х=0, х== п, у==0, у=т, и 
обращающийся в нуль на контуре. . 

Из предыдущего можно также вывести следующее заключение: задача, 
поставленная для уравнения (41,) не может допускать нескольких решс- 
ний, когда уравнение Р(и) =0 имеет частный иниеграл й,, правиль- 
ный в данной области и не исчезающий ни внутри области 0, нн 
на контуре. Действительно, преобразование и==и-: т приводит к уравнс- 
нию такого же вида для о, коэфциенты которого будут непрерывными 
функциями, а коэфициент при © будет нуль. Мы только что видели. 
что новое уравнение не может допускать нескольких правильных инте- 
гралов, принимающих одинаковые значения на контуре С. 

Пусть (хо,Уо} — какая-нибудь точка плоскости; всякий интеграл м); 
уравнения Р(#) =0 правильный в окрестности данной точки и при- 
нимающий положительное значение ‘прих=х,, У=у,. разумеется, 


положителен вблизи этой точки. Если взять замкнутую кривую 1, за- 


’ 
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ключающую точку (ху, \5) и настолько близкую к_этой точке, что инте- 
грал м, положителен внутри кривой, то можно приложить все, что сказано 
выше, к области, ограниченной кривой /. Следовательно, уравнение (41) 
не может допускать более одного интеграла, принимающего последова- 
тельность заданных значений на, замкнутой кривой с, заключающей 
какую-нибудь точку (х., У’, и правильного внутри кривой у, если 
только эта кривая состаточно мала. Из сказанного выше ясно, какой 
смысл надо придавать этим словам. 

521. Исследование уравнения Аи == /(ж, у). Следуя тому же порядку, 
как и для уравнений гиперболического типа (гл. ХХУ], мы начнем 
с изучения простого уравнения 

9?и 9? и 


УР 


=/(х, у). (42) 
Поставим себе целью найти интеграл этого уравнения, правильный 
внутри области ДО, ограниченной контуром С, и обращающийся в нуль 
на этом контуре; допустим, далее, что функция /(х, У) имеет частные 
производные первого порядка, непрерывные в данной области и на 
контуре С. Согласно изложенному в предыдущем параграфе, эта задача 
не может иметь нескольких решений; это очевидно и непосредственно, 
если заметить, что при существовании двух рещений их разность была 
бы гармонической функцией внутри Д и обращалась бы в нуль на 
контуре С. Если известен какой-нибудь правильный интеграл и (х, у) 
уравнения (42), то задача немедленно приводится к задаче Дирихле; 
чтобы получить искомую функцию, достаточно прибавить к #1 (х, у) 
функцию, гармоническую внутри Д и принимающую 1е же значения, 
что — №, в каждой точке контура. Например, когда /(х, у} есть единица, 
мы получаем интеграл уравнения `Ан==1, обращающийся в нуль на 
. х2 2 2 2 

контуре, прибавляя к ы У гармоническую функцию, равную —^ 


в каждой точке С. 

Допустим, что существует интеграл (/ (х, у} уравнения (42), удов- 
летворяющий требуемому условию, и применим общую формулу Грина 
к двум функциям С (5, 1) и (х, у; &, 1) переменных &, 1, где @ — функ- 
ция Грина, соответствующая контуру С для внутренней задачи. Эти 
две функции правильны в области 0", ограниченной контуром С и окруж- 
ностью 7 весьма малого раднуса # с центром в точке (х, у) области 0. 
Принимая во внимание само уравнение (42) и то, что обе функции Ги Ц 
обращаются в нуль на С, получаем соотношение: 


- ал аи 
| о У; &, п) 41 а = | [ос 1) я _с с | 
М 


причем производные взяты по наружной нормали окружности 7. 

В окрестности точки (х, у) можно заменить С через #2 (х, у; &, 1)— 105», 
где &— гармоническая функция, а г обозначает расстояние между 
двумя точкамн (х, у) и (5, 1). Когда радиус стремится к нулю, един- 
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ственным членом криволинейного интеграла, не стремящимся к нулю, 


4х 
будет — \ ( к 45, имеющий пределом -—- 8пИ(х, у). 


т 
Итак, если искомая функция существует, она имеет вид: 


1 
И(х, у) =-— «| 76 1) С (х, у; 3, 1) 41 4% (43) 


-, 


обратно, функция И(х, у), представленная этой формулой, удовлетво- 
ряет` всем требованиям. Рассмотрим сперва область ДА, целиком распо- 
ложенную внутри 0; пока точка (х, у} остается в области А, мы можем 
написать: 


И у) =— Е [е пу то [Их — 6 (уп ] 4 — 


р 
1 - 
5х | [7 2 (ху 1) 4, 
р 


где = — гармоническая функция от (х,у). Следовательно, И(х,у) пред- 
ставляет сумму гармонической функции и логарифмического потенциала 
(см. ниже 6 537). Так как функция /(х, у) имеет непрерывные произ- 
водные, то можно применить формулу Пуассона ($ 537), и функция 
И(х, у) действительно удовлетворяет соотношению (42) во всякой вну- 
тренней точке области О. Остается доказать, что эта функция ((х, у) 
стремится к нулю, когла точка (х,у) стремится к какой-нибудь точке 
контура С. Но, очевидно, абсолютная величина (/ меньше, чем 


м гг = 
— | обоуть ла, 
‘р 


п 


тде М — верхняя граннца |/(х, у)|, а двойной интеграл 


1г = - 
5х | | 959 1) 45 41 
Б 


представляет в точности интеграл уравнения Ан=—=1, обращающийся 
в нуль на контуре С, т.е. функцию, существование которой только что 
было доказано. Итак, это выражение стремится к нулю, когда точка (х, У) 
стремится к некоторой точке контура С, и следовательно, то же самое 
имеет место и для функции ((х, у); представленной фурмулой (43). 

Примечание. Когда функция / (х, у} является аналитической, то всякий 
интеграл уравнения (42) также будет аналитическим. В самом деле; пусть (*%, Уз) — 
какая-нибудь точка; уравнение (42), очевилно. допускает бесчисленно? множество 
правильных аналитических интегралов в окрестности этой точки. Пусть ин(х, У\ 
олии из них; всякий другой интеграл, правильный в этой области, представляет 
собой су.му икх, у} и гармонической функции, т. е. является аналитической 
функцией. 
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522, Метод Пикара. Первый метод, примененный Пикаром для реше 
ния задачи Дирихле, относящейся к уравнению (41), есть также метод 
последовательных приближений, весьма похожий, по крайней мере общим 
ходом вычислений, на метод, примененный в $ 494, 495, 500. Напишем 
уравнение (41) в виде: 


[ое 44 } +75, (44 
где Х — вспомогательный параметр, который затем в результате будет 
заменен через —1. Поставим целью определить интеграл этого уравнения, 
правильный внутри замкнутого контура С и принимающий на этом кон- 
туре непрерывную последовательность заданных значений. Для этого 
сначала будем искать формальное решение 


и(х, у) = щ (х, У) мы (ху) +... И (У)... (45) 
где функции #,4,..., И... Правильные внутри контура С, функция 
% (х,У) принимает заданные значения на С, а все остальные функции 
и, и, '.’ обращаются на этом контуре в нуль. Эти функции онреде- 
ляются уравнениями: 


Ао =У(х, у) | 
ди ди 
Аи, — а, Ь „+ си 


, , (46) 
и НА 
Аи, == а. о зу - си, 


вместе с условиями на границах. Первая функция ш(х,у) получается 
путем прибавления к функции ((х, у}, определяемой формулой (43), гар- 
монической функции, принимающей заданные значения на контуре С. 
Как только будет известна функция из (х, у), следующие функции и, (х, У) 
и. (х, У)... вычисляются одна за другой повторным применением фор- 
мулы (43). При посредстве известных допущений относительно ‘конту- 
ра С, заданных значёний неизвестной функции на этом контуре и ко- 
эфициентов а, 2, с, /, Пикару удалось доказать, что ряд (45) и рялы, 
получаемые из него, если взять частные производные до второго по- 
рядка, сходятся равномерно для Х == —1, так что функция и(х, у) дей- 
слвительно дает решение задачи. Его метод применяется в известных 
случаях также к уравнениям: 


Аи = (= у, и, и = 


9х’ зу 

но, вообще говоря, эти заключения менее точны, чем для уравнений 
хиперболического типа. Объяснение этого мы встретим ниже, Для до- 
казательства мы отсылаем к работам, цитированным выше. 

Этот процесс вычисления ведет к одному очень важному предложению. 
Когда коэфициенты а, 6, с, /, являются аналитическими функциями, то 
все члены ряда (45) также представляют аналитические функции (5 521). 
Более глубокое исследование этого ряда показывает, что то же самое 
имеет место и для суммы ряда, что привело Пикара к важной теореме: 


3 э. Гуреы, т. ИГ, ч. 1. 
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когда коэфициенты уравнения (41) представляют аналитические функ- 
ции, то и все интегралы суть также аналитические функции. Это 
прелложение было затем обобщено С. Н. Бернштейном *. 

528. Функция Грина для общего уравиения эллиптического типа. 
Выше было доказано, что знание функции Грина для некоторого кон- 
тура С позволяет решать задачу Дирихле для этого контура, каковы бы 
ни были заданные значения на С. Точно так же мы сумеем решать за- 
дачу Дирихле, относящуюся к некоторому контуру С для любого уравнения 
эллиптического типа, если сумеем найти одну специальную функцию, удов- 
летворяющую известным условиям, которые сейчас будут выяснены. 

Возьмем снова общую формулу (41) 5 497, играющую основную 
роль в методе Римана. В слуие эллиптического уравнения, 


34 ди 
й ( — у 
сопряженное уравнение, есть: 
—_ 92% 9(а9) 09(69) ‚ 
6 (© ) = + 9х ду - с0==0, (48 
и, каковы бы ни были функции и ит, мы будем иметь тождество: 
ЭГ 94 дэ 
99% (и) — и® (2) = |" Их ди | 
д ди 99 
| _ —__ \ 
Ру [= и у - ри |. {49} 
Допустим, что функции ци и © правильные в области О, ограничен- 
да 


ной контуром С, в которой функции а, 8, с непрерывны. На 


’ 9х’ ду 
основании предыдущего тождества имеем также: 


Ва — 4х 4у == == — 
| [975% (и) — и © (®)] ах ду | | 3—4 29 шо Ду 
р с . - 
9и д 
— = —#и 8 
| зу и ЗУ - ы ах, 
где криволинейный интеграл взят в положительном направлении. Заме- 


няя 4х и Чу через с0$В' 45 и — с05а' 45, где а’ и В'— углы внут- 
ренней нормали с осями ($ 506}, прилалим предыдущей формуле вид: 


оз «69 )] 4х ау= | |(е о 4 — 
В 
— | с05 а’ |- В соз В") ич 4$, (50} 


* Докторская диссертация (1904). Можно также распространить теорему Гар- 
нака ($ 510) относительно рядов с гармоническими положительными членами на 
ряды с положительными членами, если члены этих рядов суть интегралы урав- 
нения (41), в котором положено }==0. (1.1 сп{епз{е!п, ЮепёсопН аеЁ Сис 
тиета со 4 Раегто, $ ХХХШ, 1912, р. 201.) 
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аи а9ч 
где ат’ Я обозначают производные, взятые по внутренней нормали. 
п п 
9% ди 
Эта формула предполагает, разумеется, что производные 9х’ 9 › 
Хх 3 
9999 
—, со остаются конечными на контуре. 
9х’ эу 


Принимая это во внимание, положим, что и(х, у) — какой-нибудь 
интеграл уравнения 8; (#) = }(х, у}, правильный в области О и остаю- 
щийся конечным на контуре вместе со своими частными производ- 


9 ди . 
ными ух’ ЗУ . Пусть, с другой стороны, 9 (х, у, &, 1) — частный инте- 


грал сопряженного уравнения @® (9) =0, удовлетворяющий следующему 
условию: 

А. В области О он имеет вид И1ойг-- У, причем И в У функции, 
правильные в этой области, а г равен 


У -о— т, 
точка (&, 1) принадлежит области 0) и, кроме того, предполагается 
что И (Ё, 1) = —1. 
На контуре С мы допустим только, что © остается конечной, так 
д 39 
же как —, зу 
ниченной контуром С и окружностью у весьма малого радиуса р, имею- 
шей центр в точке ($, 1). Так как в этой области $ (и) ==Х(х, у) и 
©) (9} =0, то формула принимает вид: 


. Применим общую формулу (50) к области 0’, огра- 


ель,» Чх 4у== ( 9 Ее) &«— | с0$ &' + 2 соз В!) шо 45 —- 
п ап 
и с с 


49 —) , , 
ом &— | сова 4 ркозВуш 
т т 


причем внутренняя нормаль в точке окружности ] является внешней нор- 
малью к самой окружности. Когда радиус р стремится к нулю, инле- 


грал \ (асоза' --2со$ В!) иу 45 также стремится к нулю, так как элемент 


т 
этого интеграла имеет вид р 8 (А-|-В105р), гле А и В остаются ко- 


нечными. 


аи 
По тем же соображениям интеграл № Ч 45$ также стремится к нулю. 
п 
т 
ау 
Что касается интеграла и, 45, то он может. быть написан в виде 
п 


т 
2 


1 аи, ау 
|. РЭ 5 Е ЕВ + и ир 9, 
13* 
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и его предел, очевидно, равен — 21 (&, 1). Таким образом, перехоля 
к пределу, имеем: 
и (1, 1) = 1 ||. — 04 45 — 
2п, Чт 
с 
—=| (а с052'-- 6 со$ 3) 948 — 5 || (51) 


Если дано значение и(х, у) во всех точках контура, то можно вы- 
числить все члены, входящие в правую часть, за исключением инте- 


Чи и р 
грала \ ®-. 45, заключающего ль Для того чтобы этот член исчез, 
п И 


С 
достаточно взять в качестве функции © интеграл сопряженного уравне- 
ния, удовлетворяющий условию А и равный нулю во всех точках кон- 
тура С. Знание одного интеграла 9 (х, у; &, 1) сопряженного уравнения, 
удовлетворяющего всем этим условиям, позволит решить задачу Дирихле 
для контура С, каковы бы ни были заданные значения на контуре, ибо 
формула (51} принимает тогда вид: 


1 Аа) 1 _. 
Е — —- — — . 2 
и (3, 1) = |" Е 45 5 хе: у) 4х ау; (52) 
р 


она обращается в формулу (37Т), когла /(х, у) = 0. 

Итак, функция 9 (х, у; &, 1), если она существует, выполняет точно та- 
кую же роль, как функция Грина для уравнения Лапласа. Опрелеление 
этой функции распалается на две отдельные задачи. Сначала нужно 
найти фундаментальное решение сопряженного уравнения @® (9) =0, 
г. е. интеграл, обладающий в произвольной точке (3, п) логарифмиче- 
ской особенностью такого рода, который был р гановлен выше *. 

Эта первая залача не зависит от контура (7 

В частном случае уравнения Аи =0 фундаментальное решение есть 


1 = 
107 (- . В общем случае, получив фундаментальное решение И (х, у: 5,1), 


достаточно для получения функции 9(х, у; Ё, 1), относящейся к кон- 
туру С, прибавить к этому фундаментальному решению интеграл со- 
пряженного уравнения, правильный внутри контура и принимающий 
значение —И в каждой точке этого контура. Таким образом мы при- 
ходим к частному случаю той же задачи Дирихле. Мы еще вернемся 
в дальнейшем к этой второй части задачи. 

Можно также распространить на функцию ух (х, у; &, 1) доказанное 
выще для функции Грина свойство относительно симметричносги _лвух пар 
переменных (х; У), (5, 1). Пусть и (х, у; &, 1) интеграл уравнения $} (#) = 0, 
определенный таким же образом, как э, т. е. обращающийся в нуль во 


* Существование этого решения, когда коэфициеиты а, В, с аналитические, 
сначала было доказано для частного случая Пикаром, затем для общего случа 
Гильбертом, Гедриком (Нейиск) и Адамаром; см. уже цитированиую работу Ала- 
мара. (Нафдатаг а, Алнайез 4е Г? сое Могтище, 1903, о. 535 и далее). 
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з 


всех точках контура Си имеющий вид (М, ю57-- У,, где (И) и и, функ- 
ции, правильные в области О, а (15, 1) равна —1. Возьмем две кКа- 
кие-нибудь точки (а, 6), (а', №) области О и применим общую ‘Фор- 
мулу (50) к двум функциям и (х, у;а', 8’) ио(х, у; а, 6) в области О’, обра- 
зованной частью области Ш, внешней к двум окружностям |, у весьма 
малых радиусов 0, о', имеющим центры в точках (а, 6), (а', &') соответсл- 
венно. Криволинейный интеграл, взятый вдоль С, равен нулю, и можно 
показать так же, как это было только что сделано, что интегралы, 
взятые вдоль ] и ]’ имеют пределами соответственно — 2ти (а, 6; а', В!) 
и 210 (а', №, а, ), когда 2 ир’ стремятся к нулю. Заменяя (а, 6) через 
(х, у) и (а', &') через (&, 1), получаем соотношение: 


и (х, Уз, == (5, 1; х, у), (53) 


вполне подобное тем, которые были установлены для функции Римана 
($ 498) и для функции Грина, из которого можно вывести такие же 
следствия. Однако следует отметить, что функния и (х, у; &, 1} зависит не 
только от самого уравнения, как функция Римана, но также и от кон- 
тура С. 

524. Смешанные эллиптические задачи, Формула (51) позволяет подойти 


к задачам, более общим, чем задача Дирихле. В этой формуле мы имеем под 
знаком интеграла билинейное выражение относительно двух пар перемеи- 


аи а й 
ных | и, — |, (9, -—}. Предположим, что вместо того, чтобы задавать значе- 
ап ап 
в и 
ния ий на контуре С, задается линейное соотношение между и и Я которое 
должно выполняться в каждой точке контура С: 
аи 
Ни + К-- ==[, 54 
+ РР (54) 


гле Ни К — постоянные или функции, известные для каждой точки контура, 
которые, впрочем, могут иметь некоторое число точек разрыва на этом контуре, 


аи 
а Г — данная функция на контуре С. Например, можно задать значение а В Каж- 


. ап 
дой точке С или значение и в некоторых частях С и значение ля На остальнои 
части контура. Функция, стоящая под знаком интеграла в формуле (51), будет изве- 
аи 
стна, если коэфициенты при ии Ят пропорциональны коэфициентам Ни К, а 


для этого необходимо, чтобы интеграл © сопряженного уравнения в свою очерель 
удовлетворял вдоль контура С соотношению: 


КУР о(И— Кови! — К сов 8) =0. (55} 
п 


Эту функцию 9 можно также получить, прибавляя к фундаментальному реше- 
нию У(х, у; &, п) интеграл 9, сопряженного уравнения, правильный внутри кои- 
тура С и удовлетворяющий на этом контуре соотношению: 

аи ау , , Н 
— + 9 1— асоза' — 6 с05[') =0 1= 
(инт )-+ечи У к, 
что представляет частный случай той общей задачи, которую нужно решить. 
Знание этой функции 9(х, у, п) позволит решить также и поставленную сме. 
шанную задачу, каковы бы ни были значения С в формуле (54), выражающей 
условия на границах. 
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Таким образом мы видим, что существует бесконечное множество функций, 
зависящих от двух пар переменных (х, у), (2,1), из которых каждая играет роль 
функции Грина для некоторой граничной задачи эллиптического типа. Эти функ- 
ции зависят однозременно от самого уравнения, от контура С, а также от самой 
природы задачи, т. е. от коэфициентов Н и К. Ясно, что злесь изложены только 
общие положения, которые требуют уточнения для каждого частного случая; и 
может случиться, что условия, которым должна удовлетворять функция 9, ока- 
жутся несовместными. 

Простой пример такого случая представляет‘ задача Неймана, заключаю- 


[7 
щаяся в том, чтобы, зная значения ди #2 контуре, определить функцию и (х,у), 


. ‚ аи 
гармоническую внутри этого контура. Пусть (7 (М) — значение ап» Заданное в 


каждой точке М контура С; на основании общего свойства, выраженного соотноше- 
иием (12) ($ 506), эта функция и (х, у) может существовать, только если данная 
функция 0”’(М) удовлетворяет условию: 


Гу фаз=о. (56) 
с 


Этого достаточно, чтобы доказать, что ве существует такого решения уравне- 
а 
ап 
туре С, а сама функция была бы правильной внутри контура за исключением 
окрестности точки (т), в которой она имела бы логарифмическую бесконеч- 
ность. Действительно, функция © была бы гармонической в области, ограничен- 
ной коитуром С и окружностью 1 весьма малого радиуса р, описанной из точки 


ния 49 == 0, у которого производная по нормали -— была бы равна нулю на кон- 


. р аз а 
(1, п), как центра, и мы должны были бы иметь ая 45=—0, поскольку ЕР 


т 
обращается в нуль на С. Но вычисление сразу же показывает, что этот интеграл 


стремится к 21, когда р стремится к нулю. 

Когда условие (56) выполнено, задача Неймана приводится к задаче Дирихле; 
мы ограничимся областью с простым контуром. Действительно, рассмотрим на кон- 
туре С функцию 


5 
и (5) = ГИ' (Маз, 
0 


где дуга отсчитывается от произвольного начала; эта фуикция У (5) непрерывна 
и допускает единственное значение в каждой точке в силу соотношения (56). 
Пусть У (х, у) функция, гармоническая в области О, принимающая значение У($) 
на контуре С; к этой функции У(х, У) можно присоединить другую гармониче- 
скую функцию О (х, У) так, что У-- {Х будет голоморфной функцией от х Ру 
внутри С. На основании общих соотношений $ 503 имеем на этом контуре: 
и 

40 — чу = 0’ (М) 

ап 45 
и, следовательно, функция ((х, у) дает решение задачи Неймана. Эта функция 
определена только с точностью до произвольной постоянной, что было а риой 
очевидно (см. упражнение 12). 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Вывести общую формулу (13) ($ 507) из интеграла Коши (П $ 2910. 

Решение. Пусть О (х, у) + И/(х, у) — функция, голоморфная внутри неко- 
торого контура С. Заменяя в формуле Коши х через а-+-, гдеаи 6 суть 
координаты некоторой внутренней точки Р, и сравнивая действительные части, 
получаем соотношение: 


и@в= 1 у’ уг 4, 
2к 
С 


45 ап 
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так как 


=\ @5 Я п 


42 т 
2—а—& 


вдоль контура С. Достаточно проинтегрировать по частям первый интеграл, чтобы 

. ау аи 
прийти к формуле (13) после замены а5` на —^т.. 

2. Доказать, что функция ( (а, 6\, представленная формулой (18), дает решение 
задачи Дирихле для круга, принимая во внимание, что правая часть есть разность 
двух потенциалов двойного слоя. 

3. Доказать, пользуясь теоремами Коши, что интеграл 


к 
1 41057 
ЕЙ ап Ч 


п ® 
равен значению аргумента (1 + а + 21, заключенному межлу —5 и +5; г есть 


расстояние от некоторой точки окружности радиуса единица, имеющей центр 
в начале, до точки (а, 6) внутри этого круга (см. стр. 159—161). 
Указание. Начать с доказательства соотношения 


2 . 
[повез +2) 
[6 


где х—а--&, аргумент 2 отсчитывается от —п до {т а аргумент 1+ х 


п я 
от — 3 до 5. Для этого применить теорему о вычетах к контуру, образо- 
вавному кривой С и двумя сторонами разреза, соединяющего начало с точ- 
кой ( — 1). 


4. Показать при помощи инверсии, что формула Пуассона (17) может быть 


написана в виде: 
2" 


, 1 | 
Иа, |1 Ф ау, 
2 
0 
гле {’— полярный угол зторой точки пересечения прямой РМ с окружностью С. 
Пусть Ри О — две произвольные точки внутри круга, и р’ — их расстояния от 


ценгра, 4 — расстояние между ними, Р — колебание данной функции {($) на 
окружности; имеем неравенство: 


Юа 
ИЕ:— 2 ИК — 2" 


{ОЭагБоцх, ВиЙе. 4ез 5с. тай!., 2-я серия, т. ХХХИУ, 1910, стр. 287.] 
5. Пример Адамара (сноска на стр. 169). Функция 


| Уо— Ур! 2Р асе 
к 


2ап 


= 
и=У о 0$ (291 6) 
й=1 


` 


является гармонической внутри круга С ралиуса единица и обращается из 
окружности С в непрерывную функцию 0, Ус (22" 0). Двойной интеграл 


По 
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распространенный на площадь концентрического круга радиуса р< 1, имеет зна- 


чение: 
+ < ш 
2 41 
“У 
ПЕ! 


и безграничио растает, когдд 2 стремится к единице. 

6. Пусть И (х, у) — функция, гармоническая на части плоскости, внешней по 
отношению к контуру С, и правильная в бесконечности. Доказать, что для этой 
части плоскости следует заменить общую формулу (13) следующей: 


Иа -—0 5: | (957 иг) а5. 


оо п ап 


С 
где производные взяты по направлению внешией нормали. 

Применить сначала формулу (13) к контуру, образованному из С и из 
круга Г с центром (а, 8), радиус которого считать затем бесконечно возра- 
стающим. 

7. Вычислить потенциалы простого слоя 

2" 2 


= 0$ 5 ю0 74$ = | т пф юв ха, 
| $ 


где г— расстояние между двумя точками с полярными координатами (р, ®) и 
(1, $), п — целое положительное число. 

Указание. Из классической формулы, которая дает разложение №ос (1 — 2^, 
положив в ней 2==ре:8 , где @—=ф —, и предполагая р < 1, получаем: 


1 
109 (1+ 2? — 22 со)? — — 2050 — 2? 


с0$ 26 с0$ 10 
+4 


...у 


заменяя 1ос/ его разложением в ряд и интегрируя почленно, получим: 


А = 


05$ по 1. = пп но 
п с0$ ы р $1 ‚ 
п р ’ 2 п р 


если р< 1. 
. 1 
Когда р>1, то значения {4 и № получим, заменяя р через -. Так как по- 
2 


тенциал непрерывен, то формулы справедливы и лля = 1, что дает соотно- 


шения: 
2« 


[о пф 108 {2 


0 
2" 


[т пф 10 [2 


[ 


ф—®ю 


$ 


‚$ 
т 
2 


8 Проверить, что единствеиные функции / ($), удовлетворяющие соотноше- 


нию вида: 
2 


[29 в {2 


у 


„$ 
эт 


>” р 4$ = КЕ(®), 


где К — постоянная, имеют вид А с0$ пф -- В т иф. 
Указание Рассмотрим потенциал 


2 
Уб, в) = ГЕ Ф/ 08 га$ 
0 
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ду - 

вычисляя —, после некоторых простых преобразований можно показать, что 
2 

потенциал удовлетворяет соотношению: 


гле С— постоянное. Это постоянное должно равняться нулю, так как У равих 
нулю в центре круга и, следовательно, \У является однородной гармонической. 
функцией. 

9. Вычислить потенциалы двойного слоя 


2 2 

с03 $ . с03 $ 
| сз пЪ га а | тир Ри &}, 
о 6 


гле ги $ имеют обычпое значение. 
10. Пусть И — некоторая функция, непрерывная вдоль окружности С ра- 
диуса Ю; если л —аффикс внутренней точки, то интеграл 


во | Цаг 1% 


 ] 2—х т 
с 


представляет внутри круга С голоморфную функцию от х, действительная часть 
которой стремится к {/, когда точка х стремится к точке окружности С. 

Указание. Замечая, что эта действительная часть представляет собой потен- 
циал двойного слоя, получаем отсюда соотношение: 


Хх 42 _ Хх 4 Тов (2 — х) 
Рея [ых [и ях 45. 

с с 
11. Пусть и и 9— лве сопряженные гармонические функции в круге С, 


9и ий 
имеющем центр в начале, так что и -- 10 = (2). Доказать, что р > и > суть 
Р 
также сопряженные гармонические функции, и что имеет место соотношение 


12. Задача Неймана для окружности. Пусть и (а, 5) — функция, гармони» 
ческая внутри круга С радиуса Ю имеющего центр в начале, производная 


„ аи й 
которой ап принимает заданное значение в каждой точке окружности С, так что 


пусть э (а, В — сопряженная функция; положим 
Е =и-НЮ х=а-+ 


На основании результата упражнения 11 имеем: 


д 90 , 
ре (*). 
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Действительная часть голоморфной функции х}’(х) равна — Ю -- ка окружно- 
п 
„сти С; итак, имеем (упражнение 10): 


х (4 атов (2 —х) 


ХР (©) = х } ал ‘ах 45, 
с 
Е и 9106 (2— х) 
Г® т { ап ах 45 


„и, следовательно, 


оо [Что даа 
с 


Взяв лействительную часть, получим формулу Дини (Ои\), представляющую 
знутри круга искомую гарм^чическую функцию: 


11 а& 
ант [риа 
с 


Полученный результат легко проверить, пользуясь свойствами производных по 
нормали потенциала простого слоя [$ 538, формула (54\], или формулами упраж. 
нения 7. 
См. статью Тотшазо Воррю, Юее Ассайепиа 4еШе Зепге 4 Тото, 1911— 
1912). 
13. Обобщение. Определить функцию и’, гармоническую внутри круга С ра- 
диуса Ю, так чтобы было на окружности 
а, аи 
=и—-_щ_=И 
Юю ап 
[и заданная функция на С (Т. Вовйо, 1614.) 
Указание. Пусть и — гармоническая функция, равная И на С; мы должны 
иметь: 


ом = Вы, 


ибо оба члена являются гармоническими функциями, равными на С. Пусть о и 
5' — функции, соответственно сопряженные функциям и и и’; можно также пред- 
положить, что 
, д 
аи р — = Ви. 
42 

Пусть и’ + й" ={(2); и+ = (2). Из этих равенств следует, что функция } (2) 
удовлетворяет диференциальному уравнению 


а} (2) + 7 (= Е (9, 


которое допускает решение, голоморфное внутри С, если а не является целым 
отрицательным числом. 

14. Задача Дирихле для кольцеобразной области. Эта задача, одно реше- 
ние которой уже приводилось ($ 510}, является предметом обширного труда Вилла 
{УШаь БеласопИ аей Сигсоо пиметайсо @ Раегто, ХХХШ, 1912, 134). Соответ- 
ствующая функция Грина может быть достаточно просто выражена посредством 
эллиптических функций. 

Пусть Р — область, заключенная между двумя окружностями Си С’ радиу- 
сов [и ® >> 1, имеющими центры в начале координат на плоскости перемениого 2. 
Полагая и=={ [ор 2, ставим в соответствие окружности С — действительную ось 
ча плоскости переменно о и, а окружности С’ — прямую, параллельную дейст- 
вительной оси, имеющую орлинату 105 Ю; при этом круговому кольцу буде“ соот- 
золствовать бесконечная полоса О’, ширины 109 Ю, заключенная между этими 
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двумя прямыми, Каждой точке области О соответствует бесконечное множество 

точек полосы 0’, имеющих одну и ту же ординату, абсциссы которых состав- 

ляют арифметическую прогрессию с разностью 2п. Рассмотрим систему периодов 

2% — 21, 2' —2 ор Ю; е, е» ез 8% 83 — действительные, а функции о, с1, о, оз, 0б- 

разованные для этих периодов, разлагаются в целые ряды с действительными 
' 


т Ра 
коэфициентами; т, а также -р действительны *. 
Пусть а-- 8{— точка, взятая внутри полосы 0". Частное 


в(и—а— 81) 
ира 


имеет модуль, равный единице, когда и описывает действительную ось; оно го- 
ломорфио внутри О’ и не имеет здесь других нулей, кроме точек а -- 8 -- 2#* 
Произведение 
2311 

® “(и а— В) 


сша) 


также обладает этими свойствами, но, кроме того, легко видеть, что эта функция 
имеет период 2 —2., если принять во внимание соотношение между си и 
91 -- 2%). Модуль ф (и) остается постоянным, когда и описывает верхний край 
полосы 0". Действительно, на основании общих соотношений 


$ (и) =е 


й п. 
с(и - ®') = 2 вы’ ози, по" — По 1 


имеем: 


г) —е78@ Е 
ты) шар’ 
а так как коэфициенты функции сз действительны, то модуль ф (и -{- ®') равен е-8 
для действительного и. Приняв это во внимание, положим и == Гор [$ (и)]; когда 2 
описывает замкнутый контур в кольце О, и возрастает на 28, 9 (и) снова прини- 
мает начальное значение, а действительная часть © представляет однозначную 
функцию переменных х, у в этой области, обращающуюся в нуль из контуре С 
и равиую — на контуре С’. Кроме того, функция о допускает только одну ло- 
гарифмическую особую точку внтури Д — точку е-&ч+8В0 = ев-ч. Прибавляя 

Ы 

0 Ю 


к действительной части ф действительную часть выражения 


Гор 2, полу- 


чаем искомую функцию Грина. 


* См., например, Таппегу её Мо1К, РопсНопз еИрНаиез (+. Г,р. 188 и сле- 
дующие). 


ГЛАВА ХХМИ. 
ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
1. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В ПРОСТРАНСТВЕ. 


525. Общие свойства. Определение гармонических функций него- 
средственно распространяется на функции трех переменных. Мы будем 
говорить, что функция и(х, у, 2) от трех переменных х, у, 2 является 
гармоническойв некоторой области С? пространства, если она правильна, 
т. е; непрерывна вместе со своими частными производными до второго 
порядка, и если частные производные второго порядка удовлетворяют 
уравнению Лапласа: 


и ди За 
Е т (0 


1 
во всякой точке данной области. Функция р» где г представляет расстоя- 


ние от переменной точки /М (х, у, 2) до постоянной точки Р (а, 6, с)» 
является гармонической во всякой области, не включающей точки Р, 


1 
причем эта функция играет такую же роль, как функция !о® — в теорин 
, 


уравнений с двумя переменными. Частные производные от этой 
функции, взятые как по переменным х, у, 2, так и по парамет- 
рам а,6, с, являются гармоническими в той же области, и это же 
самое справедливо для всякой линейной комбинации этих производ- 
ных, коэфициенты которой не зависят от х, у, 2. Например, выражение 
5059 
;2 
произвольной прямой, проведенной из Р, является гармонической функ- 


где ф обозначает угол между направлением РМ и направлением 


) 


1 
цией, ибо оно равно производной от; , взятой по указанному направ- 


1 
лению, если рассматривать — как функцию координат (а, 6, с} точки Р. 
м 


| 


с05 Ф 
Точно так же Ра ‚ где ф — угол между направлением МР и по- 


стоянным направлением, независимым от М, является гармонической 
функпией, так как она представляет взятую по этому направлению про- 


изводную от; , рассматриваемой как функция от х, у, 2. Свойства 
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гармонических функций, выведенные из теории потенциала или из фор- 
мулы Грина, распространяются с некоторыми изменениями, которые легко 
усмотреть, и на гармснические’ функции трех переменных; мы будем 
часто ограничиваться лишь некоторыми указаниями, представляя читателю 
развитие доказательств, вполне подобных доказательствам $ 505—507. 

Напротив, теория аналитических функций комплексного переменного 
н теория конформных преобразований не имеют аналогов при переходе 
от двух к трем переменным. Всякая гармоническая функция преобра- 
зуется в гармоническую же при замене х, у, 2 через Ёх, Ку, Е2, при 
применении любой ортогональной подстановки к этим переменным или 
при замене х, у, 2 соответственно через х--а, у--6, 2--с; в этом 
можно убедиться непосредственно. Точно так же, если И (х, у, 2) прел- 
ставляет гармоническую функцию, то функция 


] х У 2 
ИзрУчи” (= ау’ -у а) 


также является гармонической *. 
Комбинируя предыдущие преобразования, получаем все преобразова- 


аия 


Х=л (х, У, =), 
=) (х, У, =), 
2 = (х, У, 2), 


И= (и, х, у, 2), 


при которых уравнение АХ==0 перехолит в уравнение такого же 


зида Аи==0 **. 

Мы видели (& 503), что однородный гармонический многочлен я-Й 
степени с двумя переменными самого общего вида зависит от двух 
произвольных постоянных. Однородный многочлен и-й степени от трех 


переменных содержит 
"+0 (и--2) 
2 


коэфициентов; из того условия, что он удовлетворяет уравнению Лапласа, 


п (п—1 
получим" } соотношений межлу этими коэфициентами; следователь- 


но, остаются 


И 


произвольных коэфициентов. Можно также в этом убедиться замечая, 
что уравнение Лапласа и уразнения, которые из него получаются по- 
средством  диференцирования, позволяют выразить все производные 
п-го порядка при посредстве тех производных этого порядка, в кото- 
рых х или не встречается или встречается только один раз. 


* Это свойство обнаружено лордом Кельвином (К е1у1е, Лоихпа! ае Коши, 
+. Х (1 серия), 1845, стр. 364. Оно легко доказывается при посредстве уравнения 
Лабласа в полярных координатах (т. 1. Упр. к гл. У). 

** Ра{п1еуб, ЛМётойез 4ез Еасийв$ йе ГтИе. т. Т, 1889. 
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Итак, в одноролном гармоническом многочлене п-го порядка можно 
произвольно выбрать только коэфициенты при членах, не содержащих 
х или содержащих х в первой степени; число таких членов, очевидно, 
равно 2п--1. Эти гармонические многочлены И, (х, у, 2) можно полу- 


1 
чить из частных производных гармонической функции —=—===—. 
уе и 
В самом деле, все эти производные также удовлетворяют уравнению 
Лапласа, а производная и-го порядка имеет вид: 


еб абеаячен"-И 


гле И, (х, у, 2) — однородный многочлен л-Й степени; гармоническая 
функция, получаемая отсюда преобразованием Кельвина, представляет в 
точности многочлен У, (х, у, 2). Все эти многочлены приводятся к 2 л-- 1 
линейно независимым многочленам, так как число линейно независимых 
частных производных /-го порядка от гармонической функции равно 
2п--1. Для п=1, 2, 8 имеем соответственно; 


У, (ху == М хм У-Н\2, 
У, (ку, 2) =, (2 — 22) --, (у? — 22) |, ху-- № хе-, уе, 
У; (х, у, =) = № (х3 — 3 ху?) --\, (х3 — 3х2?) -|-...-- М хуг, 


коэфициенты Х, произвольны, а невыписанные члены в У, получаются из 
двух первых круговой подстановкой. 

526. Ньютонов потенциал простого слоя. Прежде всего вспомним 
некоторые определения, относящиеся к поверхностям. Точка М (ху, У, 25} 
поверхности 5 называется обыкновенной точкой, если координаты 
(х, у, 2) соседних точек М поверхности $ являются непрерывными функ- 
циями двух параметров и, 9, х==/ (и, 9,), у=ф (и, о), === (и, э), име- 
ющими непрерывные частные производные первого порядка вблизи системы 
значений `(йу, 93), соответствующих точке Мь, и если, далее, три якобиана 


Род Вх Ба, 
О (и, 9) *О(и, 5) О (и, 9) 


не обращаются одновременно в нуль для этой системы значений. Часть 
поверхности называется правильной, если она заключает только обык- 
новенные точки. Поверхности, о которых будет итти речь в дальнейшем, 
не являются непременно аналитическими, но мы всегда будем предпо- 
лагать, что они состоят из конечного числа правильных частей. Они 
могут иметь конечное число ребер, вдоль которых соединяются два 
куска поверхносви с двумя различными касательными плоскости, и ко- 
нечное число изолированных особых точек, как конические точки или 
вершины, где сходятся несколько ребер. Ясно, что поверхностный интег- 
рал, распространенный на поверхность такого вида, имеет всегда смысл, 
если функция под знаком интеграла непрерывна, или если она, оставаясь 
ограниченной, разрывна в конечном числе точек или вдоль конечного 
числа линий. Например, если функция под знаком интеграла зависит от 
направления нормали, то она разрывна вдоль ребер; но если выбрано 
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определенное направление нормали на каждой частн поверхности, то 
двойной интеграл имеет конечное значение. 

Нусть Х — поверхность рассматриваемого вида, замкнутая или нет, 
но расположенная целиком на конечном расстоянии, и пусть им — не- 
которая непрерывная функция на У. Интеграл, распространенный на 


эту поверхность, 
И (а, 6.0 = | Е 45, (2 
ь 


где г обозначает расстояние от точки ЛМ поверхности У до постоянной 
точки Р с координатами (а, 6, с), есть ньютонов потенциал простого 
слоя. Можно доказать так же, как в $ 505, что И (а, 6, 6) есть гармо- 
ническая функция координат (4, 2, с) во всякой области О, не имеющей 
общих точек с »%, и что она непрерывна во всем пространстве. Для 
того чтобы установить последнее свойство, достаточно доказать, чао 
интеграл (2) равномерно сходится в окрестности всякой точки М, по- 
верхности Х ($ 504). Допустим, что точка М» есть обыкновенная точка 
поверхности У; примем эту точку за начало, а нормаль за ось 2. Пусть 
У!'есть часть У, окружающая точку (И, и такая, что прямые, параллельные 
оси 2, пересекают ее только один раз; пусть ее проекция на плоскость ху 
есть внутренность замкнутой кривой 1, заключающей начало. Интеграл 


И ево == (| ИГРЕ Фахау 
у’ Иа 6-е с} 
распространенный на часть плоскости ху внутри кривой 1, по абсолют- 
ной величине меньше, чем 


м \\ и&— Яо ь 


гле М обозначает верхнюю границу выражения ВИТ Н-- 9? | на части 
поверхности ХУ, заключающей У". Переходя к полярным координатам, 
положив х==@а--рсо5у, у=е--рзшо, мы видим, что абсолютная 


и 


величина У’ (а, 6, с) меньше, чем интеграл М \ \ 40 40, и следователь- 


но, меньше, чем 21 МР если кривая | расположена целиком внутри 
круга диаметра {. Так как число [ может быть взято сколь угодно 
малым, то то же самое имеет место для |У'. Доказательство’ легко 
распространяется на случай, когда точка М, расположена на ребре 
поверхности У. 

Вне поверхности Х функция И (а, В, с) представляет аналити- 
ческую функцию от а,6,с. Так как мы можем принять за начало 
произвольную точку вне ХУ, то достаточно показать, что ИУ может 
быть разложена в целый ряд по степеням а, 6, с, когда начало распо. 


1 
ложено вне У. Функция — , где х, у, 2 суть координаты точки поверх- 
г 


ности У, представляет голоморфную функцию от а,6,с вблизи значе- 
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чИй а=р==е=—=0. Будем рассматривать эти переменные как комплек- 
зные; если модуль каждого из них меньше р, то модуль и? больше, чем 


дн — р мы -] — 322. 


Всли число р выбрано достаточно малым, так что предыдущее вы- 
ражение не обращается в нуль, когда точка (х, у, 2) описывает поверх- 


ность У, то функция от комплексных переменных а, В, с является 


голоморфной в указанной области, и ее модуль остается меньше некоторого 
положительного числа /М, каково бы ни было положение точки (х, у, 2) на 
поверхности У. Следовательно, если разложить эту функцию в целый 
ряд по стеленям а, 2, с, то модули коэфициентов будут меньше (П, 5 352), 
‚чем соответствующие коэфициенты разложения 


Ч 


90-26-95 


`Таким образом ряд равномерно сходится, когда точка (х, у, 2} опи- 
сывает поверхность Х, если только абсолютные величины а, 2, с будут 
меньше р. Умножая все члены на д(х, у, 2) и интегрируя почленно 
вдоль Х, получим для У (а, 6,2) целый ряд, расположенный по степе- 
ням а, 6, с, что и доказывает наше предложение. 

Важно отметить, что это свойство не является справедливым для 
точек поверхности %; по одну и по другую стороны любой части дан- 
ной поверхностн потенциал И (а, ©, 6) представляет две различные аналити- 
ческие функции, которые не являются аналитическим продолжением одна 
другой при переходе через поверхность. Например, в случае, когда Х пред- 
ставляет сферу раднуса Ю, если и ==1, то внутри сферы имеем И == 4цЮ, 

2 
а снаружи ИУ == 4п “, где 4 — расстояние точки Р от центра. Разрыв 


и | 
частных производных —, ... при переходе через Х является лдостаточ- 
а 


ным объяснением этого результата ($ 588). 

Чтобы исследовать потенциал У (а, В, с), когда точка неограниченно 
удаляется, достаточно переменить роли двух систем переменных (Хх, у, 2) 
и (а, В, с} в предыдущем рассуждении. Пусть $ — сфера радиуса о с цент- 
ром в начале, заключающая внутри себя поверхность У; взяв точку Р, 


1 
вненнюю по отношению к $, будем рассматривать ; как функцию ком- 


плексных переменных х, у, 2, причем модули этих переменных остаются 
меньше р. В этой области модуль /* остается болышим, чем 


а? о - с — 20 {а Но |2! } — 30? == 
== {11-2-1161 ру? -- {161 — р }* — 609; 


‚если предположить, что точка Р (а, 6, ©) находится вне сферы 5’ ра- 
диуса Ю-=5р, концентрической сфере $, то легко видеть, что этот мо- 
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1 
дуль больше, чем 35?. Следовательно, функция — от комплексных пере- 
7 


менных х, у, 2 голоморфна, и ее модуль остается меньше определен- 
ного положительного числа, каково бы ни было положение точки Р вне 
поверхности $', если модули х, у, 2 меньше 0. Отсюда заключаем, 


1 
что — может быть разложена в целый ряд, расположенный по степе- 


ням х, у, 2 и сходящийся равномерно, когда точка х, у, 2 описывает 
поверхность У: 


1 1 
— —_—_— + У, А тир д” "2, (3) 


— 62 — 62 


где коэфициент А„„„ имеет выражение: 
т+п+р 1 
А — (— 1)” +7+р .9” — _ 1 . 
тр За”р”дсР Иер е т! т! р! 
Умножая обе части формулы (3) на в(х, у, 2) и интегрируя по- 
членно, получим разложение У (а, 6, с), имеющее место для всякого по- 
ложения точки Р вне 5', 


У (а, 6 ы: у: а т 4 
(а, Е тир датоб”осР (ретия), ыы 


гле Ои В„„,— постоянные коэфициенты. Заметим, что все члены дан- 
ного разложения суть гармонические функции от а, 2, с, и что коэфи- 
р 


циент (©) равен интегралу \\ 445, распространенному на У. 


Такие же вычисления, примененные к логарифмическому потенциалу 
простого слоя, доказывают, что он представляет аналитическую функцию, 
но разложение в рял для весьма больших значений @, 6 начинается 
с члена О 108 Ит- 2». 

527. Потенциал двойного слоя. Пусть ММ - направление нормали, 
определенное в каждой точке ЛМ поверхности Х , меняющееся непре- 
рывно с изменением положения точки М на всей поверхности или на 
каждой части поверхности. 

Обозначим через ф угол межлу направлением /МА и направлением ИР, 
соединяющим точку 41 и точку Р с координатами (@, 6, с). Можно 
показать так же, как в $ 505, что двойной интеграл 


43 — _^ 
И (а, Ь, с) = и. 43— В 45, (5) 


ых 


тде м — функция, изменяющаяся непрерывно с изменением положения 
точки // на поверхности Х, является гармонической функцией коордн- 
нат точки Р во всякой области, не имеющей общих точек с поверх- 
ностью У. Эта функция получила название потенциала двойного слом, 


заимствованное из теории магнетизма. Эта функция является также 


14 Э. Гурса, т. 1, 1, 1. 
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. 
дналитической. Для доказательства возьмем те же условия, что в преды- 
лумем параграфе; мы можем написать: 
1` 
›(1) 
, 


1 1 
5 (1 ‚(1 
— с05 4 г г . 
= с05@ —- — 053 -= — —-с0$1, 
1? 35 36 
ле а, 8, ]-— углы между направлением МА и осями координат. 


Если модули комплексных переменных а, №, с меныше, чем соответ- 
слвующим образом выбранное положительное число р, то, как мы ви- 


1 ,. 
дели, функция —- может быть разложена в целый ряд, который остается 
Га 
равномерно сходящимся, когда точка (х, у, 2) описывает поверхность У. 
Очевидно, то же самое справедливо и для частных производных от — 
я 
059 
ло переменным а, ©, с и, следовательно, для — —-. Рассуждение про- 
22 
водится так же, как в случае потенциала простого слоя *. 
Из соотношения 


ОЕ, 


== -— с05 —---- 
г? 9х у д2 


5051 


можно вывести также, что функция И(а, 6, с) разлагается в рял 

вида (4), если И’а? -- 6? + с? болыие некоторого положительного числа. 

выбранного соответствующим образом, но следует заметить, что в раз- 
1 


ложении ие будет члена с (2?-- 5? с”) 2, ибо в бесконетности 


—1 

имеет порядок (2? -- 2? 2?) . 
Функция (а, 6, с) разрывна в точках поверхности У. Возьмем 
сначала простой случай, когда имеем д ==1: полученный таким образом 


интеграл 
1 
© « ;) 
с0$ `Р 
(а, 6, с) = — == 46в= —— 4 6} 
1( , ‚ ) н }2 ап ? ( 
.Г. 
У у 
называемый интегралом Гаусса, имеет геометрическое значение, обнар)} - 
живающее с очевидностью его разрывность. Если дана некоторая точка О 
и такая часть поверхности в, что полупрямая, проведенная из О, не 
может пересекать ее более, чем в одной точке, то геометрическое места 
полупрямых, проведенных из О и проходящих через точки 9. есть телесный 
конус; площадка, вырезаемая этим конусом на сфере радиуса едниица 


* Когда поверхность У аналитическая. если и также представляет аналити- 
ческую функцию на У, то оба потенциала (а, 6, си ша, 6, ©) могут быль 
апалитически продолжены через поверхность № (Втипз, Лоигпа! @е СтеЦе, т.5!' 
Егвага бспштаь Ла елайхсйе Апящеп, т. ЕГХУИ) . 
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< иентром в О, является мерой телесного ‘угла, под которым видна по- 
ору . . с05 $ 

з.ерхность с из точки О. Если так, то выражение —^ 45 равно ——те- 
лесному углу, под которым виден из точки Р элемент поверхности 45. 
нбо с05$ 45 есть с точностью до знака элементарная площадка, выре- 
занная на сфере радиуса г с центром в Р элементарным конусом с вер- 
шиной в Р, имеющим основанием элемент 49. Что касается знака, то 
он определяется следующим условием: назовем положительной сто- 
роной поверхности » сторону, соответствующую выбранному направ- 
лению нормали, и отрицательной — противоположную сторону; очевидно, 


45 
910 с0$® —; положительно, если полупрямая, проведенная из Р и пере- 
г 


сскающая элемент поверхности, переходит с положительной стороны 
на отрицательную, и отрицательно в противоположном случае, 

Отсюда непосредственно видно, каково значение инлеграла (6); это — 
сумма элементарных телесных углов, взятых с сответствующим знаком, 
под которыми видны из точки Р различные элеменлы поверхности Х. 
Допустим, в частности, что » представляет замкнутую поверхность, и что 
за направление МА принято направление внутренней нормали; И", (а, 6, с} 
равно 4п, если точка Р расположена внутри области О, ограниченной 
воверхностью ХУ, и равно нулю, если точка расположена вне этой 
области. В обыкновенной точке Р, взятой на ХУ, этот интеграл равен 
2п; в точке, где поверхность не допускает единслвенной касательной 
плоскости, этот интеграл равен мере телесного угла а, образованного 
касательными линиями к поверхности, выходящими из этой точки *. 

Возвратимся теперь к общему случаю, предполагая все время, что 
поверхность У является замкнутой, и что выбрано направление внутрен- 
ней нормали. Так же, как выше ($ 505), можно показать, что интеграл 


с053 
Иру ев р 45, 


Хх 
= 


где но значение м в точке ЛМ новерхности Х, есль непрерывная 
функция координат точки Р в этой точке Му, т. е. что разность 
КР) —1(Мо) стремится к нулю одновременно с расстоянием М5Р. При 
нимая это во внимание, обозиачим через Ш значение самого инте- 
грала (5), когла точка Р совпадает с точкой Л, и через Шуи №, — 
пределы, к которым стремится У (а, 6, с), когда точка Р стремится 


к точке Мо, оставаясь соответственно внутри или вне поверхности Х. 


* Эти результаты также очень легко выводятся из формул $ 528. Если точка Р 
1 ыа 02 ео 
расположена вне области 2, то = является гармонической функиней в этой 


области, и формула (12) дает И, -=0. Если точка Р находится внутри Л, то фор- 
мула (14), приложенная к гармонической функции (-==1, дает И, - 4=. Если 
точка Р принадлежит поверхности Х%, то следует применить формулу (12. 


1 . , 
к функции и=-, гармонической в части области 0, внешней к сфере ра. 
диуса р с центром в Р, и заставить радиус р этой сферы стремиться к нулю. 
14* 
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Когда Р совпадает с М, Г равен \ —2п 5; если Р стремится 
к Мь, оставаясь внутри Х, то первый член в выражении / имеет пре- 
делом №, тогда как коэфициент при № постоянно равен — 4п. На- 
оборот, когда Р стремится к Мо, находясь вне У, то первый член / 
имеет пределом №, а коэфициент при Мю равен нулю, Так как 
функция / непрерывна в точке Му, то имеем: 


И — 2пщ = И, — Чищ=И,, 


откуда можно’ вывести два соотношения, вполне аналогичных соотно- 
шениям $ 505: 

= 2 щ, И, = ИМ, — Эту. (7) 

В особой точке эти соотношеиия должны быть заменены следующими: 

Ро: = М-Н (4" — а) ш, = И —ащь, (8) 


где а имеет значение, указанное выше. 
528. Вторая формула Грина. Если даны две какие-нибудь функции 
ф (<, у, 2), Ф(х, у, 2), то имеем тождественно: 


#1 * А) . 
94) —949 (2% Фе) 3 (72 5 ) - 


ах эх ду ду бу 
ам уе) 
Года 9192 


Если функции 9, Ф правильны в замкнутой области О, ограниченной 
одной или несколькими замкнутыми поверхностями, и непрерывны вместе 
со своими частными производными первого порядка на поверхностях, 
ограничивающих данную область, то согласно первой формуле Грина 
имеем (Г, $ 116}: 


\\ (2 АЪ — ФАз) ах 4уа2= 


1 ы 


Ь 
8! 8 3 
—|\+ (2 дуг ага р ахау) — (9) 
‹; 
-|\ Ю (2 дуаг + 92 дгах-  акау), 
< 


где двойные интегралы взяты по внешней стороне поверхности Х, огра- 
ничивающей область 0. Пусть а, В, }— углы, образуемые с осями на- 
правлением внумренней нормали в точке посерхности У; первый двойной 
интеграл может быть написан в виде: 
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Можно также преобразовать и второй двойной интеграл, и формула (9) 
примет вид: 


У 4 49 
\\\ ао фак || (о) шо, (10) 
Го) ь 


ры 


ао а . 
где производные Яр › Эт взяты по направлению внутренней нормали, 
п п 
т. е. нормали, входящей в область 0. 
Если функции ф и Ф — две гармонические функции внутри О, Ц 


и И, то тройной интеграл исчезает, и остается соотношение: 


ау а0 
И —-—И——) 4—0. 11 

\\ ап ат) (11) 
Можно получить еще две важные формулы, положив ® =1, о =0 или 
ф = 02, где О — гармоническая функция: 


ео, (12} 


Сноу 


первая формула характеризует гармонические функции ($ 506). 
Пусть Р(а, 6, с) —точка области О, а И(х, у, 2) — гармоническая 


40 
| . 
нау И т 480: (13) 


а 


1 
функция в этой области. Обе функции Ги И=— , где г— расстоя- 
г 


ние от точки Р до переменной точки (х, у, 2), являются гармоническими 
в части области, внешней по отношению к некоторой сфере $ радиуса р 
с центром в точке Р, столь- малой, что она целиком расположена 
внутри 2. Применим формулу (11) к области, ограниченной поверх- 
иостями Х и $; неограниченно уменьшая р и рассуждая так же, как 


В $ 507, получим формулу: 
( 7 ) 1 а 


а = ао, (14) 


ап г т 


вполне подобную формуле (13) $ 507. Множитель Зп заменен множи- 


телем 4п, измеряющим поверхность сферы радиуса единица, а 108 — 
. 


1 ; 
заменен через - -. В частности, если поверхность ХУ есть поверхность 
, р 


сферы $ радиуса Ю, имеющей центр в точке Р, то вдоль всей этой 
сферы имеем г— Ю, 
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и таким образом получаем формулу среднего значения для гармониче- 
ских функций от трех переменных: 


1 - 


"$ 


Отсюда можно вывести, как это слелано выше ($ 507), что гармо- 
ническая функция трех переменных не может иметь внутра области ни 
максимума, ни минимума. 

Правая часть формулы (14) представляет сумму потенциала простого 
слоя и потенциала двойного слоя, т. е. двух аналитических функций 
($ 526—527). Отсюда заключаем, что всякая гармоническая функция 
есть функция аналитическая. Действительно, если дана точка Р 
в области О, где функция И является гармонической, то всегда можно 
применить формулу (14), принимая за У замкнутую поверхность, окру- 
жающую точку Р и расположенную целиком внутри этой области 0. 
Пусть ху, У, 2, -—— координаты некоторой точки области О; вблизи этой 
точки гармоническая функция О (х, у, =) может быть разложена в целый 
ряд, расположенный по степеням х — х,, У— У, 2— 25. Совокупность 
членов й-Й степени представляет многочлен 


У, (х — хи, У— У» 2—2), 


где У, обозначает однородный гармонический многочлен п-й степени * 
($ 525). 


Формула (14) позволяет распространить на пространственные гармонические 
функции вторую теорему Пикара (стр. 147). Пусть У(х, у, 2) — функция, гармони- 
ческая в иекоторой области О, за исключением одной точки О этой области, где 
она принимает значение -- со. Тогда семейство поверхностей У (х, у, 2) =К 
для весьма больших значений К представляет замкнутые поверхности, окружаю- 
щие точку О и стремящиеся к этой точке при безграничном возрастании К. 


Производная ап’ Взятая в направлении влешней сторопы одной из этих поверх- 


в ау р в 
ностеи, отрицательна, и интеграл (ее, взятый по внешней стороне. имеет 


отрицательное значение — 41 Ё/, независимое от К, ибо функция У является гар- 
монической в области, заключенной между любыми двумя из этих поверхностей. 
Имея это в виду, допустим, что $ — сфера с центром О, расположенная внутри 
области 0), М (а, 6, с) — какая-нибудь точка внутри 5, иесовпадающая с О, Х — одна 
из поверхностей "==А, расположенная внутри 5 так, что точка М остается 
внешней по отношению к ней. Формула (14) дает для У(а,6,с) сумму двух 
интегралов: одного, взятого по внутренией стороне поверхиости 5$, и другого, 
взятого по внешней стороне поверхности %. Интеграл, взятый по внутренией 
стороне поверхности 5, п`едставляет функцию (. @, 6, с), гармоническую виутри 5. 
Интеграл, взятый по внешней стороне поверхности » равен 


1 ему й 
21| та “> 


у в 
РЯ сохрапяест постоянный знак па поверхности У, то можнз 


Так как производная Я 


* На эти ряды распрострапяются известные теоремы относительно целых ря- 


пов © одним комплексным переменным (см. Арре[|, Аа Майетайса, т. Г\, 1884 
313—374. 
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к этому иитегралу применить формулу среднего значения, когда поверхиость х 


фтягивается в точку О, этот интеграл обращается в  глер обозначает рас- 


стояние ОМ. Итак, фуикция У (а,6,с) имеет вид И, О (а. Ь, с), гле 0 (а, 6, с) яв- 
2 


ляется гармонической функцией в области О. 

Формула (14) позволяет также ответить утвердительно на слелующий вопрос: 
Пусть Ц -- непрерывная функция, имеющая непрерывные частные производ- 
ные первого порядка в области 0; кроме того, известно, что частные произ- 
водные второго порядка непрерывны и удовлетворяют уравнению Лапласа 
во всех точках области ) за исключением, быть может, конечного числа 
поверхностей, расположенных вэтой области Можно ли отсюда заключить, 
что Ц яеляется гармонической функцией во всей области? 

Пусть $ — одна из поверхностей области О, вдоль которой вторые произ- 
водные от () можно считать разрывными. Из точки А этой поверхности, как из 
центра, опишем сферу Х достаточно малого радиуса, так чтобы она целиком 
была расположена внутри Ди пе заклюочала внутри другой поверхности, подоб- 
ной 5 Часть 5’ поверхности 5, расположенная внутри сферы Х, разбивает сферу 
на лве области ДУ и 17”, ограниченных соответственно 5’ и двумя частями Уих” 
поверхности %. В каждой из этих двух областей функция О является гармони- 
ческой; обозначим через (, Ц” — две гармонические фупкции, с которыми опа 
совпадает соответственно в областях 0)” и 0’. Мы хотим показать, что эти две 
функьии И’ и И” являются одна для другой аналитическим продолжением при 
переходе через поверхность $’, или, что сводится к тому же, что существует 
функция, гармоническая внутри области О’-- О” и совпадающая с (’ внутри О 
и с О" внутри ДО”. 

Пусть Р — какая-нибудь точка области 0’; так как (/’ является гармоничес- 
кой виутри 0’, то согласио формуле (14) имеем: 


1 1 
1 П гай (==) 1 № та’ (=) 
"= —- -—— Г — к О’- 2 
9= 4; ‘у’ [г ап о ап а 4‘ г ам и Чт’ Ч, 


а ы 
тде через обозначена производная в некоторой точке 5’ по нормали виутрен- 
‹ 


ней к 0’. Так как обе функции О” и | являются гармоническими внутри 05- 
ласти 0”, то правая часть предыдущей формулы будет равна нулю, если заме- 
нить в пей (” через И”, № через и т, Через производную = взятую пс 
внутренней пормали к О” в некоторой точке 5’. Но так как данная функция 0 
вместе со своими частными производными первого порядка непрерывна вдоль 5', 
то имеем Ч о; следовательно, если совершим указанную только что 


замену и сложим полученное равенство с вышенаписанным, то получим: 


П (-;) (1 
| га’ а! 1 Г Гай” „а --) 
ам ра аа ща [рая аи |4 


= 


бр=— 


Ясно, что такое выражение мы получим и лля (р, если Р — виутренияя 
точка /”. Но правая часть этой формулы, рассматриваемая как фуикция коор- 
динат точки Р, является гармонической функцией внутри поверхности У, а эт? 
и доказывает результат, указаниый выше. 


529. Внутренняя и внешняя задача. Внутренняя задача Дирихле 
лля пространства ставится так же. как аналогичная задача для плоз- 
кости. Если дана замкнутая область )), ограниченная одной или несколь- 
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кими замкнутыми поверхностями, то задача состоит в том, чтобы найти 
функцию, гармоническую внутри О и принимающую заданные значения 
на ограничивающих область поверхностях, причем эти значения образуют 
непрерывную последовательность на каждой из этих поверхностей. 
Отсутствие максимума и минимума у гармонической функции доказывает 
также, что эта задача допускает не более одного решения, а рассужде- 
ния Римана для доказательства существования решения встречают те же 
возражения, что и для случая задачи на плоскости. Читатель легко про- 
ведет сам эти рассуждения. 

Прежде чем заняться внешней задачей, дадим несколько определений. 
Пусть И(х, у, 2) — функция, гармоническая в окрестности всякой точки Р, 
расположенной вне сферы радиуса Ю, имеющей центр в начале. Функ 
ция, полученная преобразованием Кельвина, 


| 
ране раны } 
Уи ючуа оу’ ву 


представляет решение уравнения АУ ==0, правильное во всякой точке 


внутри сферы радиуса — ‚, имеющей центр в начале за исключением, 


Ю 
может быть, самого начала. 
Если эта функция У(х,у,2) правильная также и вначале, то она 
может быть разложена в целый ряд вида 


[9 
-- У Ая У (х, у, 2), 


пП=1 


и следовательно, функция О (х, у, =), которая получается из Их, у, =} 
таким же образом, как У выводится из ( разлагается в ряд вида: 


Ао у \ (16 
Ия та у яв | 


если И х? + у2-- 22 больше некоторого, соответствующим образом 
выбранного, положительного числа. Тогда мы будем говорить, что гар- 
моническая функция 0 правильна и равна нулю в бесконечности. Это 
имеет место для потенциала простого или двойного слоя ($ 526 — 527). 
Действительно, формулы (4) и (16) отличаются только обозначениями, 


х 
(Их, у, 2)= 


= 1 
ибо, как было уже отмечено ($ 525), и-е производные от — имеют вид: 
г 
1 


Ув, 2) РУ 2) "т, 


где ИУ,„(х,у,2) — однородный гармонический многочлен п-й степени. 

Вообще мы будем говорить, что гармоническая функция И (х, у, 2) 
является правильной в бесконечности, если существует такая постоян- 
ная С, что разность О (х, у, 2) — С будет правильной и равной нулю в 
бесконечности. Эта функция стремится к значению С, когда расстояние 
точки (х,у,=) от начала безгранично возрастает. 
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Установив это, рассмотрим для определенности единственную замк- 
нутую поверхность У, и пусть $) — бесконечная область вне У. Внеш- 
няя задача, относящаяся к поверхности Х, формулируется так: Найти 
функцию, гармоническую знутрыь ®, правильную и равную нулю в бес- 
конечности, принимающую на поверхности У непрерывную последо- 
вательность заданных значений. 

Задача, так поставленная, сейчас же приводится к внутренней задаче. 
Действительно, допустим, что начало расположено внутри поверхности У, 
и сделаем преобразование инверсии, взяв модуль, равный единице, 
и поместив полюс в точке О- Поверхность У заменится замкнутой 
поверхностью У, а область $ областью %>, внутренней к поверхности У", 
С другой стороны, в преобразовании Кельвина искомой гармонической 
функции И (х, у, 2} соответствует функция У(х, у, 2), гармоническая вну- 
три ®’ и принимающая на поверхности ХУ" известные значения, которые 
получаются из заданных значений С на поверхности У. Таким образом 
мы получаем эту функцию И (х, у, 2), а следовательно, и функцию (/ (х, у, 2}, 
решив внутреннюю задачу. 


Отсюда видна существенная разница между внешней задачей для плоскости 
и для пространства. Если в последием случае не иглагать на гармоническую 
функцию И (х, у, 2) условия равенства пулю в бесконечности, то задача будет 
неопределенной. 

Пусть в самом деле ((х, у, 2) — гармоническая функция, лающая решение 
внешней задачи в собственном смысле для поверхности У; пусть, с другой сто- 
роны, Ц (х, у, 2) — функция, гармоническая внутри ®, правильная и равная нулю 
в бесконечности, принимающая значение единица на поверхности %. 

Функция И(х ул С [1 — Ц, (х, у, 2)] является гармонической внутри 3, 
правильной в бескопечности и принимающей те же значения, что О (х, у, 2) на 
поверхности У, какова бы ни была постоянная С; она принимает значение С 
в бесконечности. Для того чтобы задача была вполне определенной, необходимо 
задать значение искомой гармонической функции в бесконечности; если выбрать 
нуль за значение ( в бесконечности, то получим обычную впешнюю задачу. 


/ х 
Например, когда У — сфера радиуса Ю, то все функции 1 + С (1) где г 


обозначает расстояние от центра, являются гармоническими вне сферы, правиль- 
ными в бесконечности и принимают значение единица на сфере; для того чтобы 
получить функцию, равную нулю в бесконечности, необходимо положить С -: 1. 


Примечание. Пусть Ги У— две функции, гармонические вне поверх- 
ности У, правильные и равные нулю в бесконечности. К этим двум Ффунк- 


а 
циям можно также приложить формулу (11) при условии, что ая Представляет 


производную, взятую по нормали, внешней по отношению к У. Действительно, 
пусть $ — сфера с центром в неподвижной точке О радиуса Ю столь большого, 
что поверхность Х расположена целиком внутри этой сферы. Так как обе функ- 
ции Си \ являются гармоническими в области, ограниченной поверхностями 
5 и У, то можно применить формулу (11) к совокуиности двух поверхностей 
$ и У. Если теперь неограниченно увеличивать Ю, 10 двойной интеграл, распро- 
страненный на $, будет бесконечно мал, ибо Ли У равны нулю в бесконеч- 


ности, а ЧО Чу м 
В ан Яр имеют порядок у. . 


Рассмотрим в частности функцию О (х, у, 2), гармоническую вие № и равную 
нулю в бесконечности, и функцию —› ле л— расстояние от точки (4, у, 2} 


до постоянной точки Р (а, 6, с), внешней по отпошению к поверхности №. Эти две 
функции правильны вне поверхности УХ и вне сферы с радиуса р с центром вр. 
Применим формулу (11) к совокупности двух поверхностей: № и в затем будем 
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стремить к нулю радиус 2 сферы =; мы можем убедиться также, что функция 
((а,6,с) дается формулой (14), где производные взяты по нормали, внешней 
ио отношению к » (см. упражнение 6, стр. 200). 


530. Решение задачи для шара. Рещение внутренней залачи для 
шара дается формулой, аналогичной интегралу Пуассона. Пусть О(х, у, =) 
функция, гармоническая внутри сферы 5 радиуса Ю, принимающая задан. 
чые значения на поверхности. | 


аи ,. 
Если бы было известно также значение т в каждой точке этой 
И: 


поверхности, то значение этой функции в внутренней точке с коорди- 
натами (а, 6, с) было бы дано формулой (14). При помощи искусствен- 
ного приема, вполне подобиого примененному в $ 508, можно исклю- 


аи 
чить —. 
ап 
Пусть Р, — точка, гармонически сопряженная с Р по отношению 
к концам диаметра, проходящего через Р, х;, — расстояние от точки Р; 


до точки (х, у, 2). Так как функция — является гармонической внутри 
г 
1 

сферы $, то имеем соотношение: 


1 
я СИ О 5—0. (17. 
чп}. ап г, ап 
- Г. Ю 
Но в каждой точке сферы $ имеем -1= ^, гле р — расстояние 
г 5 


т 


точки Р от центра сферы. 
Складывая формулы (14) и (17), предварительно умножив последнюз 


1 1 

(1) као 

1 о _Ю 4 18 
т. о а |“ (8 


2 ® 


Ю 
на — —--, получим соотношение: 


((а, ©, с) = 


где интеграл зависит только от значения (У на поверхности шарз. 
Пусть р, — расстояние Р; от центра шара $, фи 9, — углы внутренней 
нормали к поверхности $ в точке М с МР и МР,. Имеем соотно- 


шения: 
/1 
«(-) «(-.) 
Щи _ ©0532 Г.) 60531 


=- ——щ о, 972 — А? 1 — 
ап г’ ал г)? НЫ г 2 


07 = № -- 2? — 2050, 0.2 = А? и? — 2Юл с038 3), 


откуда, исключая 9, 31, Г., 0,. получаем: 


052 Ю 095 9—2? 
7? Г] г." т А’ 


$ 530 1. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В ПРОСТРАНСТВЕ 213 


и формула (18) принимает вид: 


1 
(а 6, © =- 
$ 
Предыдущее доказательство предполагает, что внутренняя зала: 
аи 
допускает решение и, кроме того, что я существует на поверхности, 
п 


что не всегда имеет место. Мы сейчас непосредственно убедимся, что 
функция ((а, 6, с), представленная формулой (19), дает решение 
задачи Дирихле для шара, какова бы ни была заданная непрерывнзя 
функция И на поверхности. Действительно, эта формула может быть 
написана в виде: 


1 ; , 1 м 7 
Ода, 6, == оеаз — \\ Е 45 (20) 


"$ 


в силу соотношения 
К — р? == Юго — т. 


Правая часть представляет разность между потенциалом двойного слоя 
и потенциалом простого слоя и, следовательно, является гармонической 
функцией. Пусть А’ — значение потенциала простого слоя 


1 "ГЫ 
ив |7 


когда точка Р совпадает с точкой ЛМ поверхности сферы, а Ц" — за- 
данное значение (7 в этой точке. Когда внутренняя точка Р сферы 
стремится к точке /М', потенциал двойного слоя стремится к пределу 
И-А! (6 527), ибо когда точка Р совпадает с точкой М', то для 
какой-нибудь точки М сферы имеем 2А с0о5Ф =г. С другой стороны, 
предел второго интеграла равен — А", так как потенциал простого слоя 
непрерывен на поверхности ($ 526). Следовательно, когда точка Р стр®- 
мится к точке М', предел (а, 6, с) равен (’, и формула (20) действи- 
тельно дает решение внутренней запачи. Точно так же можно убедитьсл, 
что формула 


и 


2 2 
| ны До’ 4 (21) 
4пЮ г? 
$ . 
дает решение внешней задачи для сферы. 

Из формулы (19) можно вывести те же следствия, как из интегра.:з 
Пуассона ($ 508). Если заданная функция С положительна во всех точ- 
ках поверхности сферы, то ((а, 6, с) также положительна лля каждой 
внутренней точки, и так как г изменяе. ся от Ю — р до ЮР -- 0, то для С (а, 
6, с) получим верхнюю и нижнюю границы, заменяя в формуле гсначала через 


К— р, затем через ®-- 0; далее, интеграл \\ (745 на основании теоремы 


$ 
© среднем значении равен 4п А?(,, где (, — значение (7 в центре сферы. 
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Таким образом мы имеем два неравенства: 


рр 0 Р ПР ра 0’ 

(Ю-- р (Вр 

И так как значение О, также заключается межлу двумя крайними чле- 
нами, то абсолютная величина Ир — 4 меньше разности этих двух 
членов, т. е. меньше, чем 


К (6 р-- 259) 


о (©? — р?) 


Числитель и знаменатель этой дроби являются соответственно много- 
членами третьей и четвертой степеней по АЮ; следовательн , эта дробь 
стремится к нулю, если, оставляя р постояиным, мы будем безгранично 
увеличивать Ю. Отсюда заключаем, что функция, гармоническая во всем 
пространстве и всюду положительная, есть постоянная величина, 
и далее, что функция, гармоническая во всем пространстве, абсолютная 
величина которой ограничена, является постоянной величиной ($ 50+). 
Это обобщение теоремы Лиувилля прннадлежит Пикару. Теорема Гар- 
нака, доказательство которой основывается на интеграле Пуассона, 
точно так же без всяких затруднений распространяется на гармониче- 
ские функции трех переменных, 

531. Функции Лапласа. Предположим, что сфера $ имеет центр в на- 
чале О, а радиус сферы равен единице. Изменяя несколько обозначе- 
ния, назовем через х, у, 2 прямоугольные координаты точки Р внутри 
пиара, а через р, @, ф — полярные координаты, связанные с первыми 
соотношениями: 


х==р510с0$ф, у==рзшбзтФ, &#==рс0$6. 


Формула (19) иапишется в эквивалентной форме: 
1 ы 2- 
о ааа [4 ( 27, фузтиау, (22) 
у (1 206087 р?) ? 


1—9? 


координаты переменной точки / сферы суть (1, В, 4'), а 76’, 4") 
представляет заданную функцию И на поверхности сферы, выраженную 
через переменные 8, $" у— угол межлу рэдиусом ОМ и направле- 
нием ОР, а соз] согласно основному соотношению сферической триго- 
нометрии имеет выражение: 


60$) = 058 с0$6' -- $ В 5 6' со$ (’ — $) (23) 


На основании уже’ доказанной формулы (Т, $ 183) имеем 


1 
=. == р Р; (сор --...Р, (созу) о" --..., (24 
ИИ о, Р; ИР-- и (0$ у) р" -- (24) 
гле Р, есть и-Йй полином Лежаздра. Склады ая эту формулу с формулой, 
получаюшейся при диференцировании по р, и умножая обе части на 2р, 
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будем иметь: 


тр 5=Р.-ЗР. (со$ у)? +...--(2и-1)Р„(с031)2"--...(24') 


(1 — 20 со5у 62)? 
Этот ряд сходится равномерно, когда точка М описывает сферу 5. Дейст- 
вительно, согласно только что упомянутой формуле Р, (с0$ у) равно коэфи- 


циенту при р" в разложении в ряд произведения (1— ре”) 2(1—ре-т) 5. 
Если разлагать в ряд каждый множитель в отдельности, то коэфициенты 
при оРеР’" и при оРе-РИ будут положительными числами, а потому 
заменяя е"! и е-" единицей, мы можем только увеличить модуль коэ- 
фициента при какой-нибудь степени р. Таким образом абсолютная 
величина коэфициента при 0” в произведении меньше, чем значение 
коэфициента при 0“ в разложении в ряд (1 —р)-1, т. е. меныше 
единицы. Отсюда следует, что члены ряда (24') по абсолютной величине 
меньше членов ряда У (21--1)2”, который сходится, так как мы пред- 
полагаем р < 1. Умножая обе части формулы (24') на /(8' 4") $т6' и интег- 
рируя почленно, получим: 


1 ( ИЕ 
И (х, у, 2) = У. =" | 48! Р, (соз 1) 1 (9%', Ф') зт6'а$". (25) 
п =9 5 


Многочлен Р,„с0$\] содержит только те члены с с0$\, показатели 
которых имеют ту же четность, что и; следовательно, можно преобра- 
зовать его в однородный многочлен относительно $1 с0$у, содержа- 
щий только четные степени $17. Заменяя зу через 


$1 6 (с03? Ф -- зи? Ф) -- с0$?6 — с0$? 1, 


а с0$] его выражением (23), окончательно убеждаемся, что Р, (со$ у) 
есть целая однородная функция л-й степени от с058, 510 с0$ф, $110 31%, 
коэфициенты которой суть функции от и Ъ'. Коэфициент при 6” 
в ряде (25) представляет выражение такого же рода, и таким образом 
мы получаем разложение искомой функции ((х, у, 2) в ряд, каждый 
член которого есть однородный многочлен от (х, у, 2) степени, рав- 
ной его индексу. Так как функция ((х, у, 2) является гармонической, 
то ясно, что все эти многочлены также представляют гармонические 
функции. Мы напишем это разложение в ряд в виде: 


им ®.®) 
О(х, у, 2) = У, 1, р", 126) 
п=9 


где У — однородный многочлен л-й степени от с0$9, $10 с0$ 4, $1 В зп, 
получающийся из однородного гармонического многочлена п-й степени 
У, путем замены х, у, 2 соответственно через $110 с05 №, 5п 6 зш Ф, со$6. 
Эти многочлены У, суть функции Лапласа; согласно самому их опре- 
делению имеется 2и--1 линейно независимых функций У, порядка п. 

Формула (26) была доказана тольк› для внутренних точек шара. 
Если ряд, стоящий в правой части, сходи!ся в некоторой точке М 
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поверхности с координатами (1, 0, №), то функция С(х, у,2)} имеет 
прелелом /(8, 4), когда точка Р стремится к точке /М; предполагая, 
что точка Р остается на радиусе ОЛ, имеем, таким образом, на осно- 


качия теоремы Абеля (1, 8 182}: 
1, = У ПУ, 0, 9, (27) 


г2е 7,10, $) равно двойному интегралу 


5 27: 
| ( ": 
У (6,4) =.-{ 40'\Р, (с0$) #(6', $!) за. 28) 
п 3 Ап п 1 + ( 
0 о 


Зта формула дает разложение в ряд непрерывной функции на по- 
верхнссти сферы, совершенно аналогичное ряду Фурье для функции 
едного переменного. Оставляя пока открытым вопрос о сходимости, за- 
метим только, что согласно предшествующему, какова бы ни была за- 
ланная непрерывная функция на поверхности сферы, будем иметь: 


— со 
7, == ни [У (2и-- ПУ, 6,3)" |. (29) 
2=1 ‘и=о 


Приложение. Пикар вывел из формулы (29) изящное обобщение теоремы 
Бейерштрасса (1, $ 206) на непрерывные функции двух переменных. Пусть И — 
произвольная непрерывная функция на поверхности сферы $, а Х(8, $) — функ- 
иня, представляющая ее выражение через переменные 9 и $. Функция, пред- 
ставленная рядом (26) внутри шара и равная } (9, $) на поверхности, непрерывна 
во всей этой замкнутой области и, следовательно, равномерно непрерывна. Если 
сано пекоторое положительное число +, то можно найти такое число 24 < 1, что 


и ®.®) 
8, я — (21 НПИ, % 9 
н=0 
г = = 
ро абсолютной величине будет меиьше 3 для всех точек сферы. Далее, ряд, 
сбций член которого есть (2и + 1) У„ру, сам равномерно сходится, ибо на осно- 
вении выражения (28) для Г, имеем: 
У < Н, 


где Н — максимум функции | (6, $). Следовательно, каковы бы пи были в иб, 
можно взять сумму конечного числа членов этого ряда 


Ф=и- Зи, +... и ПУ, 


Е 
отличающуюся от суммы ряда менее, чем па. 
Наконец, эта сумма Ф сама может быть разложена в целый ряд по фи %, 
и можно взять конечное число членов этого ряда, т. е. многочлен © (8, $) пе 
биг так, что будет 


ля всех систем значений 9 и, взятых между 0 и 22. Ясно, что разность 
1,0, $) — 016,3) булет по абсолюлной величине меньше = для всех систем этих 
значений. 
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Если функция /(8,$) определена не на всей сфере, а только на некоторой 
части ее, то всегда можно дополнить это определепие для остальной части 
сферы, сохраняя непрерывность, и притом бесконечным множеством способов. 
Предыдущее заключение сохраняет силу, и можно отсюда вывести, как в 6 106 (т. 1, 
итр всякая функция двух переменных, непрерывная в некоторой област“ А, 
может быть представлена в этой области равномерно сходящимся рядом 
многочленов. 


532. Свойства функций ТУ,. Многочлены И, (х, у, =) суть единствен- 
ные однородные функции, являющиеся гармоническими внутри сферы, 
имеющей начало в центре. В самом деле, всякая гармоническая функция 
внутри этой сферы разложима в ряд многочленов У„, и ясно, что 
сумма этого ряда может быть однородной только в случае, когда ряд 
состоит из единственного члена. Ма сфере радиуса Ю с ‘центром в О 


ау м 
производная =, ", взятая по внутренней нормали, вследствие однород- 
п 
т Г ” 
ности равна — т; "„. Если применить формулу (11) к двум многочле- 


нам У» у. ({р=4) внутри сферы с центром в О, то легко убедиться, 
что двойной интеграл \ и», 42, распространенный на поверхность сферы 
равен нул!о; это можно также записать в виде: 


0. 


| У, 6, ФУ, (9, $) 510441 =0 (р). (30; 
0 


Гармоническая функция 
Уп (х, У, 2) = "У, (9, $) 


на сфере 5 радиуса единица обращается в 7, (9, %), а потому на осно- 
вании общей формулы (25), если о меньше единицы, будем иметь: 


оо р 
жи -1 
ту, (0,9) = У, т и, (3057) У, (и, ©) би 
0 


отсюда следует: 


к2л 
(>, (с0$ 1) У» (0', $") заб'а а". =0, если тэн, 
00 
д2т 
4п 
|| Р.„ (сз) У, (6,9) зи = НЕТУ ® 9) 


и 1 
Сравнивая эти формулы с формулой (24), дающей разложение 


в ряд, заключаем, что, в предположении 21, имеем: 
я 


1 Ипа 
— | г 76’ О АОИ ву). 
Ц 2 Уи, фут и = > : У, (6,1); (31) 
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это равенство сохраняется и лля 2==1, ибо левая часть, представляю- 
шая потенциал простого слоя, является непрерывной функцией на самой 


сфере. 
Таким образом имеем также: 


тат 


у $15! 4 
\ 7, (9', $!) о 44}! == Бит я (0, $), (32) 


00 


причем со5у дается формулой (23). Следовательно, потенциал простого 
слоя, порождаемый слоем плотности И„, (8', $), распространенным по 


4тр" 
сфере, равен = г] На (9, $) внутри шара и на его поверхности (см. 
= 
упражнение 7, стр. 200). 
Обратно, всякая функция /(9, Ф), удовлетворяющая соотношению 


вида: 


п2- 


В’ 
\\ (6%) эй’ а’! == 4п КГ, 5), (33) 
9% 


И2 — 2 с0зу 


где А— постоянный множитель, есть одна из функций У, (9, $). 
Действительно, рассмотрим потенциал простого слоя: 


паи 


Ив | | И и, 


к. 


0% 


гле г обозначает рассгояние от точки с полярными координатами 
(2, 8, $) до точки (1,6, 4$) сферы. Это — функция гармоническая 
внутри сферы, и она обращается в 4п КД (8, $) при р=1 вследствие 


3 р 
соотношения (33) Вычисляя производную 57 по обычным правилам ди- 
р 


ференцирования, после некоторых простых преобразований находим: 


72% 


9И 059 1 
— В [т — зоб’. 
2 и = =} зуа 


м 


правая часть равенства является гармонической функцией, так как она 

есть разность двух потенциалов. На основании свойств потенциалов и 

соотношения (33) эта функция на сфере равна 2п (1 —К)/ (8, Ф). Отсюда 
У 1_К 

следует, что разность ТЭК У есть гармоническая функция, 

обращающаяся в нуль на поверхности сферы. Следовательно, она равна 

нулю в каждой внутренней точке; значит, функция И представляет 


1—_К — 
однородную функцию стенени ок’ откуда следует, что к должно 


быть целым числом т, функция У — функцизой вида Со”, (8, 4). 
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Функция /(8, $) сама равна Г, (6, $) с точностью до постоянного мно- 
жителя. 


Примечание 1. Когда р больше единицы, правая часть формулы (31) 
5п 

(т -- рот 
гармоническая вне сферы, согласно теореме Кельвина, равная иулю в бесконеч- 
ности и принимающая при р = | те же значения. что и левая часть. Следовательно, 
она тождественна вне сферы с потенциалом простого слоя, представленным левой 
частью. 

Примечание 2. Из предшествующих формул можно также вывести зна- 
чение потенциала двойного слоя: 


должна быть заменена через Уи (8, $), ибо это есть функция 


и | Зуи (9, $) а аа 


для точки внутри или вне сферы. Внутри сферы И представляет гармоническую 
функцию, которая согласно соотношениям (31) и (7) обращается на самой 


сфере в о 
22 6, отт Ин © $, 


следовательно, она равна , 
2т-+2 
2 Эт 1 рт Ул: (6, $). 


Точно так же можно убедиться, что этот потенциал вне сферы ра- 

Ат У (6, 3) 
Ят-Т’ ри — 
Гаусса ($ 527). 


вен . Полагая т ==0, мы снова находим свойства интеграла 


533. Метод Неймана. Метод Неймана, подробно рассмотренный для 
случая выпуклых контуров ($ 513), распространяется без существенных 
изменений и на выпуклые поверхности. 

Если дана замкнутая поверхность $5, то принцип Неймана решения 
внутренней задачи заключается в том, чтобы выразить искомую гар- 
моническую функцию через потенциал двойного слоя 


Г с05ф 
)\* 72 45. 


$ 


Свойства этого потенциала дают для определения неизвестной функции в 
следующее функциональное уравнение (где надо положить %==1): 


ву | [6440 — 82) 
К 


с05ф 1 , 
7 48. 0(м); (34) 


Е(М) обозначает вообще значение функции ЕЁ в точке ЛМ поверхно- 
сти, Десть заданная непрерывная функция на поверхности 5, г — рассто- 
яние между двумя точками Ми Р этой поверхности, $Ф — угол внут- 
ренней нормали в точке Р с направлением РМ, а двойной интеграл 
взят в предположении, что точка Р является переменной, а точка М — 
постоянной. 


15 э. Гуреа, т. ПИ, ч. 1. 
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Этому уравнению можно формально удовлетворить, положив: 
1 
ву д (м) Ем (му. . -ЕМИ (М) +...) (35) 


где (М); равно заданной функции Ц (М), а послелующие члены по- 
лучаются из первого по рекуррентной формуле: 


оо вх | М — 9, ая, (36) 


„1 


причем двойной интеграл всегда берется в предположении, что точка Р 
описывает поверхность $5. Можно указать совершенно так же, как 
в 5 513, что все функции (, непрерывны на поверхности 5. Для того 
чтобы доказать сходимость ряда (35), когда поверхность выпукла, не- 
обходимо обратиться к двум леммам, аналогичным тем, которые были 
выведены для выпуклого контура. 

ЛЕммА 1. Если на выпуклой поверхности $ даны две какие-нибуль. 
точки Му и М, и часть 5' этой поверхности, которая может состоять 
из нескольких различных кусков, то разность между телесными углами, 
под которыми видны различные части 5’ из точек М, и М,, мень- 
ше 2пй, где й положительное число, меньшее един щы, зависящее 
только от выпуклой поверхности *. Действительно, для того чтебы эта 
разность была равна 2т, необходиуо, чтобы 5' была видна из точки //) 
под телесным углом, равным 2п, т. е. чтобы 5' заключала поверхность 5 
целиком или была образована поверхностью, имеющей плоскую грань, 


* Доказательство самого Неймана осповано на несколько отличной лемме. 
Пусть поверхность 5 разбита на две части 5’, 5”, а и &— две какие-нибудь 


точки поверхности $; если обозначить через Г(, телесный угол, под которым 
У 


видна поверхность У из точки у, то для выпуклой поверхности, если она не 
является „оважды звездообразной“ (т.е. такой, что существуют две точки аи в 
и две соответствующие им составляющие части поверхности 5" и 5”, так 
что Г-Н Ги 0; к этому типу принадлежат, например, поверхность куба, аи 3 
две его противоположных вершины; поверхность, составлениая из двух конусов, я 
вершина одного, 5" его боковая поверхность, В вершина второго, 5” — его боковая 
поверхность; пирамида), имеем основное неравенство: 


ин 4%, 
где ) положительное число, меньшее единицы, зависящее только от $5: 
Отсюда легко вывести лемму, приводимую в тексте. Положим Гы 1%; так 
как сумма /х, -- Гз» не больше 21, то неравенство Неймана дает и подавно 
р 
2—1 И. Ча 
или 
1 < 2 (1—2). 
Множитель 1 — 2) заведомо меньше единицы, и отсюда также можно заключить, 
в 1 
что множитель Неймана \ меньше =-. Но второе неравенство применимо также 


2 
к выпуклым поверхностям, дважды звездообразным. 
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на которой была бы расположена точка /1.. В обоих случаях телесный 
угол, под которым видча часть 5' из точки М,, не мог бы равняться 
нулю, по крайней мере, если поверхность 5 не является пирамидой. 

Лемма 2. Пусть Ё (М) есть функция, положительная или равная нулю 
на’ поверхности 5, и / — двойной интеграл: 


1— || |978) — (2) 45, 
и . 1 2 


с0$ $ 

е ( - обозначает косинус угла, образуемого внутренней нормалью 

,. 
2 71 


й с05 5 
в точке Р с направлением РМ), деленный на квадрат РМ|, а ( | 
2 


имеет аналогичный смысл. 
Разобьем $ на две части 5) и $, так, чтобы было 


с0$ © с0$ 
г 1 7 ]о 
(7) < (7 
2 2 
11 Г] 
на 5,, и пусть Л) и Л — хвойные интегралы, распространенные соответ- 
ственно на 5; и 5.. Имеем /=Л У, и, следовательно, |/|! меньше, 
чем большее из двух чисел |./; | и |У»›!. Пусть С есть верхний иредел А (М); 
согласно предыдущей лемме каждое из этих чисел меныше, чем 2йт[. 
Таким образом имеем также |/| < 2йтё, каковы бы ни были точки М, 
и М.. 
Принимая это во внимание, положим, что Си { максимум и мини- 


мум функции И на поверхности 5; если М; и М, — две какие-нибудь 
точки поверхчости $5, то можно написать: 


им) им, == 06 | (77) &— (му) 117). + 
"$ 5 


ея). 


ее 


Если точки М, и М, — обыкновенные точки поверхности 5, то по- 
следний интеграл равен нулю, а абсолютная величина первого члена, 


на части $) и 


1 
5 (М) — 9 (М, 
меньше, чем =. С другой стороны, И (Р) — { остается заключенным 


2 
межлу О и [—{, и следовательно, на основании второй леммы абсо- 
у , 


15* 
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лютная величина членов второй строки меньше, чем 


[—1 [—{ 
= ий — 5. 


Итак, абсолютное значение (Л (М,) — 9, (М,} само меньше, чем 


/ 


1--#\ _ 
(Е—1 (7) =» 


где р положительное число, меньшее единицы. Так как функция И, (М) 
непрерывна, то это неравенство справедливо для всякого расположе- 
ния точек М, и М,; отсюда, обозначая через [; и [ максимум и 
минимум функции И, имеем также [1—1 < (Е —1)р, и далее, шаг за 
шагом выводим отсюда, что 


МА (ЕЫ— 1, 


где [, и [, — максимум и минимум функции (,. Доказательство полу- 
чается таким же путем, как в $ 513. 

Примечание. Метод Неймана, приложенный к сфере, как будто не при- 
водит непосредственно к формуле (19), как это имеет место в случае круга 
($ 513). Тем не менее, можно связать с этим методом решение, полученное непо- 
средствеино В самом деле, интегральное уравнение, которое необходимо решить, 


можем написать в виде: 
` г 2" 


5$ 


(Е) 


замечая, что 2А с0$$ ==", где кесть расстояние между двумя точками М и Р по- 
верхности 5. Если положить 


и(м 
= (м), 
то это уравнение примет вид; 
ы ав 1 а , 
о ([ ея; (Е) 
5 $ 


это уравнение такого же типа, как первое, в нем неизвестной функцией явля- 
ется Г (М). Но для того чтобы получить решение задачи Дирихле, нет необхо- 
димости знать 7 (М), нужно только знать потенциал двойного слоя 


для любой точки внутри сферы. Соотношение (Е*) как раз выражает, что зна- 
чение, к которому стремится этот потенциал, когда эта внутренняя точка при- 


ближается к точке М сферы, равно значению потенциала простого слоя 
1 “ (р а 
4 (Р)-; 
5 


в этой же тозке. Так как эти две гармонические фуикции принимают одинаковые 
значения во всех точках сферы, то ози равны и внутри сферы, и решение задачи 
Дирихле выражается разностью между потенциалом двойкого слоя и патенциа- 
лом простого слоя. Мы снова получаем формулу (20), 
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534. Функция Грина. Если дана замкнутая область 0), ограниченная 
поверхностью У, состоящей из одной или нескольких различных замкну- 
тых поверхностей, то соответствующая функция Грина есть функция 
С (х, у, 2; а, 6, 6), равная нулю на поверхности У и гармоническая 
вблизи любой точки области О, за исключением окрестности внутрен- 


1 . 
ней точки Р (а, 6, с), где она имеет вид Е, у, 2; а, 6, с), причем 


&— гармоническая функция. Знание этой функции Грина позволяет 
решить внутреннюю задачу Дирихле; для этого достаточно сопоставить 
две формулы: 


;) 
а \ [6— _ 19 |1 
4. Ш ап , а >, 


откуда, складывая эти формулы и замечая, что функция С равна нулю 
на поверхности №, получаем: 


а, =. | баз. (37) 


Это доказательство предполагает, что искомая гармоническая функ- 
ция ((х, у, 2) имеет непрерывные частные производные на поверхности У. 
Точно так же функцией Грина для внешней задачи называется функ- 
ция, гармоническая в окрестности любой точки, внешней по отноше- 
нию к Х, за исключением окрестности одной точки (а, 6, с), где она 


1 
бесконечна, как —-, правильная и равная нулю в бесконечности и об- 
г 


ращающаяся в нуль на поверхности ХУ. Так как формулы (11) и (14) 
распространяются на функции, гармонические вне У и равные нулю 
в бесконечности, то в предыдущих выкладках ничего не пр! ходится 
изменять, и формула (37) дает также решенге внешней задачи, причем 


производная берется по внешней нормали. 
п 


Возьмем случай сферы радиуса Ю, и пусть Р-—-точка, находящаяся 
на расстоянии & от центра, Р, — точка, гармонически сопряженная с точ- 
кой Р по отношению к концам диаметра, проходящего через Р, Ги 
’, — расстояния от некоторой точки М до точек Ри Р, соответственно. 


. 1 лю 
Функция Грина для внутренней задачи есть Яр и для внешней 
1 
1 Ю 1 
ЯР" В первом случае имеем 4 < Ю, а во втором @ > А. 
1 


Применяя общую формулу (37) к этому частному случаю, вновь на- 
ходим результаты, получениые непосредственно в $ 530. 


230 ГЛАВА ХХУШ. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ $ 534 


Можно также распространить определение функции Грина на линейные урав- 
нення с тремя переменными, более общего типа, чем уравнение Лапласа, как это 
было сделано для случая двух переменных ($ 523). Два уравиепия * 


Я ди ра ос ди, (38) 
9х ду 42 

(= 45 9 (а5) _9(69) _9(с9) 4 в°=0 (39) 
4х ду 32 


сопряжены друг с другом и дают тождество: 


Яо (20 ие пио + 
9 ди до 9 ди до 
[и В — ——и— 40 
+ (75 у + (7 и аш) {40) 


Положим, что обе функции и и о п`авильны в замкнутой области Р) и не- 
прерывпы вместе со своими частными производными первого порядка на поверх- 
ности У, ограничивающей эту область. Из тождества (40) получаем новое соот- 
ношение: 


[58 — «дах ауая + и ани} Чу: + (. . = 0, 
м $ ; 


где двойной интеграл взят по внутренней стороне поверхности У. Пусть а, 8, у-— 
углы внутренней нормали с осями; предыдущая формула принимает более про- 


стой вид: 
М [25 (1) — и (9) ах ду а: + (> —а Е аз + 
р У 


+ (\(асоза + 6005$ 26081) ши а ==6. 


-. 
< 
—ы 


(4 


Положим теперь, что и (х, у) есть интеграл уравнения 


6 (1) =1(% у, 2), 
правильный в области 0, а °— интеграл сопряженного уравнения 
© (2) =0, 


правильный в области ДО, за исключением окрестности одной точки (а, 2, с) этой 
области, где он имеет вид: 


1 ; 
ИИ, 
и 


причем Си Т правильные функции, и С (а, 6, с) равно единице **; г обозначает 
всюду расстояние от некоторой точки (х, у, 2) до точки (а, 6, с). Мы можем при- 
менить общую формулу (41) к области О’, ограниченной поверхностью > и сфе- 
рой $ весьма малого радиуса р с центром (а, 6, с). Заставляя радиус р стремиться 
к иулю, будем иметь для поверхностного интеграла, распространенного на $, предел 


4 и (а, 6, с) 


* Уравнение Х (и) ==0 не представляет общего вида линейного уравнения 
эллиптического типа с тремя переменными. Если дано уравнение общего типа, 
то не существует вообще никаких новых независимых переменных, позволяющих 
привести это уравнение к виду (38). Условие возможности такого приведения 
вытекает из исследований Коттоиа (Со&Ёоп, ТБёзе, п? 15—1`). 

** Решения в этом виде были получены Хольмгреном (Но\шогеп, Аг 
рог МиетанЕ, [, 1908); см. также выше цитированный мемуар Адамара. 
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{$ 528) и, переходя к пределу, получим из формулы (41): 


1 М аи а 
= 4 и 6053 .— 
и (а, с} =! [2 пт 1 (9605 + сз} +2601) | шов 
У Е] 
1 
|| У (х, у, 2) ах ауаг. (42 


Эта формула позволяет решить задачу Дирихле, если интеграл 7 (х, у, 2; а, 6, с) 
равен нулю на поверхности У. Можно также распространить на смешанные задачи, 
относящиеся к этому уравнению, общие соображения, которые были высказаны 
выше для уравнения с двумя переменными ($ 524). 


П. НЬЮТОНОВ ПОТЕНЦИАЛ. 


Мы уже несколько раз пользовались потенциалами простого и двой- 
ного слоя. Сейчас мы вкратце резюмируем основные свойства ньюто- 
нова потенциала, которые будут использованы ниже; распространение 
этих свойств на логарифмический потенциал не представляет затруднений. 

535. Потенциал объема, Пусть О есть область, лежащая в ковечной 
части пространства трех измерений, ограниченная одной или несколь- 
кими замкнутыми поверхностями 5, и(х, у, =) — функция, непрерывная 
в этой области, и г— расстояние перемечной точки М(х, у, =) до 
определенной точки Р(а, 6, с). Функция, представленная тройным инте- 
гралом 


д | де = || Ва (43) 
р п 


есть функция координат (а, 6, с) точки Р, непрерывная вместе с своими 

частиыми производными любого порядка во всякой области простран- 

ства, не имеющей общих точек с озластью 0); далее, эта функция яв- 
1 


> ($ 483). Частные произ- 


ляется гармонической, как и сама функция 


водные этой функции: 


м \ 
и х—а 
за — || в | 
Ь | 
ди _ | У | 
и=||| н 78 о, [ (44) 
| | 


и Гас 
тяни | 
р 


равны с точностью до постоянного множителя слагающим притяжения, 
которое производила бы на материальную точку массы, равной едини- 
це, помещенную в Р, масса переменной плотности и(х, у, 2), занима- 
ющая область 0, в предположении, что притяжение происходит по 
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закону Ньютона: этим и объясняется название иьютонова потенциала, 
данное функции У (а, 6, с) *. 

Интегралы (43) и (44) сохраняют смысл, когда точка Р расположена 
внутри области 0); достаточно убедиться, что эти интегралы, распро- 
страненные на объем шара с центром в Р, имеют конечное значение. 

Действительно, если заменить прямоугольные координаты полярны- 
ми г, 8,Ф, поместив начало в точке Р, то интеграл (43), распростра- 
иенный на шар, примег вид: 


г 2" 


в 
4 (4 (н(а 4 из 0 созФ...) из 0 40, (43') 
боб 


где ресть радиус шара; первый из интегралов (44) точно так же может 

быть написан в виде: 

п 2 

& \ \ и(а-- 750 с0$ф...) с0$ ф зш? 8 а. (44'} 
о 


о 


<=.—>5> 


Очевидно, что эти интегралы ие имеют бесконечных элементов. 
Если Несть верхняя граница || в области 0), то абсолютная величина 
интеграла (43'), очевидно, меньше, чем 2/22. Вообще, тройной инте- 


грал (Г 4, распространенный на область 0", заключающую точку Р, 
г 


наибольшая хорда которой меньше /, по абсолютной величине сам 
меньше 2пНР, так как эта область О’ расположена виутри шара ради- 
уса /, с центром в точке Р. Отсюда следует, что тройной интеграл (43) 
сходится равномерно в окрестности всякой точки Ру внутри области 0 
или на границе. Действительно, если из точки Р., как центра, опишем 


| [* Чи, распространенный на 


объем, ограниченный этой сферой, по абсолютной величине меньше 8пНо? 
для любой точки Р внутри У. Отсюда заключаем, что потенциал И (а, 6, с} 
есть непрерывная функция во всем пространстве ($ 504). Точно так 
же мы видим, что интеграл (44’) по абсолютной величине меньше 4п Но, 


“ х—а 
и следовательно, интеграл И в 49, распространенный на за- 


сферу Х радиуса р,то тройной интеграл | 


* Для притяжелия в собственном смысле и существенно положительна; если 
речь идет 06 электрическом действии, в может быть и положительной и отрица- 
тельной. 

Рассмотрим однородную бесконечную прямую, и пусть в есть масса единицы 
длины. Часть АВ этой прямой действует на точку Р’ вне прямой с силой притяже- 
ния, которая расположена в плоскости РАВ и составляющие которой легко опре- 
делить. Когда обе точки А и В бесконечно удаляются в противоположных направ- 
лениях, составляющая, параллельная прямой, делается равной нулю, тогда как 
нормальная составляющая стремится к некоторому пределу, независимому от 
закона, по которому бесконечно удаляются точки А и В, и этот предел обратно 
пропорционален расстоянию от точки Р до прямой. Вообще можно сказать, что 
составляющие притяжения, оказываемого бесконечной однородной прямой на точ- 
ку Р скоординатами (а, 6, с}, равны, с точностью до постоянного множителя, част- 


1 
ным производным по а,6,с от функции №108 (-.), где г— расстояние от точ- 
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ключающую точку Р область О’, наибольшая хорда которой меньше Г, 
по абсолютиой величине меныше 4пНИ. Отсюда также следует, что. 
интегралы (44) равномерно сходятся в окрестности любой точки 2 
виутри О или на границе Ш), и следовательно, эти интегралы суть. 
непрерывные функции координат (а, 6, с) во всем пространстве. 
Формулы (44) сохраняют силу и в области О. Мы это докажем для 
первой из формул, воспроизведя еще раз классическое рассуждение. 
Пусть дана точка Р области О с координатами (а, 6, с); опишем из 
этой точки, как центра, сферу Х радиуса 0, разбивающую Д на две 
области 2,, 0О., внутреннюю и внешнюю к сфере. Пусть Р, — точка 
с координатами (а-- Аа, 6, с), взятая внутри О,; обозначая через г, 
расстояние от точки Р, до переменной точки М, можем написать: 


И(а + да, 6, в) — И(а, 6, ее 
а г 
Ь 


А 


А — АИ — 
а — | т ве ||| " =“ мо 
р р 


+ 2 


где У и И, обозначают потенциалы, относящиеся соответственно, 


ДУ, 
к областям р, ир,. Напишем а В Развернутом виде: 


ДУ, _ 1 1 1 __ 1 гШп 
бане || [#6 У, ат} || [6 у, =) т. 4. 


Бу р, 


Замечая, что 


1 1/1 1 
| 
|" п; = Аа, тг. < р) ( ] :) м 


г? 


ду 
мы видим, что абсолютная величина ——* меньше, чем 


Ла 
=> (2+) 4. 


ки Р до прямой. Точно так же притяжение точки объемом бесконечного цилин- 
дра имеет определенную величину, если считать плотность в постоянной вдоль. 
прямых, параллельных образующим. Возьмем ось О= параллельной образующим, 
а за плоскость ху примем перпендикулярную к О2 плоскость, проходящую че- 
рез притягиваемую точку. Сечение цилиндра плоскостью ху представляет замкну- 
тую кривую С, ограничивающую некоторую область О. Разбивая эту область на 
элементы поверхности и самый цилиндр на бесконечно малые цилиндры, имеющие 
основаниями эти элементы поверхности, убежлаемся, что составляющие притяжения, 
испытываемого точкой Р с координатамм (а, 2), равны с точностью до множителя 


частным производным по а,6 от двойного интеграла №108 1 ахау. Это лога- 
г 


В 
рифмический потенциал поверхпости, который таким образом оказывается свя- 
занным с ньютоновым потенциалом объема. Логарифмические потенциалы простого. 
и двойного слоя аналогичным образом могут быть связаны с такими же ньюто- 
новскими потенциалами 
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Ге 
Но, введя полярные координаты, легко убедиться, что интеграл ИЕ , 
; 


распространенный на область, расположенную целиком внутри сферы 
радиуса [, с центром в точке Р, по абсолютной величине меньше 411. 


Число 6 поэтому меньше, чем Ы (тр -- 812) = 6бпНо. Таким образом 


сумма двух первых членов правой части формулы (45) по абсолютной ве- 
личине меньше 4п В -|- бир = 1010. Установив это, выберем сначала 


> 


х 
число р Так, чтобы 10пбр было меньше, чем э`, где в — произволь- 


’ 


ное положительное число. Тогда интеграл У, представляет в области 2 
непрерывную функцию координат точки Р, производная которой равна: 


ета 
ВИ п 
2; 

Итак, последний член правой части формулы (45) стремится к нулю 
вместе к Аа и, проводя обычные рассуждения, заключаем отсюда, что 
и левая часть имеет пределом нуль. Гаким образом формулы (44), дающие 
первые производные потенциала, применимы во всем пространстве. 

536. Формула Пуассона. Диференцируя снова формулы (44), придем 
к тройным интегралам, не имеющим смысла, когда точка Р находится 
в области О. Чтобы доказать существование вторых производных, 
прежде всего преобразуем посредством формулы Грина интегралы, прел- 
ставляющие первые производные. Пусть В, (4%, 6, с,} внутьенняя точка 
области О, У сфера радиуса о с центром в точке Ру, столь малая, 
что‘она целиком помещается внутри области Ш); обозначим опять че- 
рез р; и О, две части О, разделенные поверхностью У, через У, 
и И, соответствующие потенциалы. Потенциал И, (а, 6, с) есть гармо- 
ническая функция внутри У. Что касается потенциала У. (а, 6, с), то, 
как мы только что видели, он имеет в этой области непрерывные 
‘производные первого порядка. Замечая, что 


ха _ 9 /и ды 1 
ы — = (=) + у 


г2 9х г 


ЗИ 

“у 
‘можем написать, например, выражение для 5» применяя первую фор- 
а 


мулу Грина для тройных интегралов (1, $ 144): 


г ео 
1 — 
Б, 


где двойной интеграл взят по внешней сторонс поверхности ХУ. Тройной 
интеграл правой части представляет потенциал и, следовательно, допу- 
скает непрерывные производные первого порядка во всем пространстве. 
То же самое имеет место для функции, представленной поверхностным 
интегралом, когда точка (а, 6, с} находится внутри У. Таким образом 
потенциал У(а, 6,сС) допускает непрерывные производные второго 
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порядка во всей области 2, исключая границу, так как Р,— произволь- 
ная внутренняя точка области Ю. Вычислим АУ для точки Ру; в этой 
точке АУ, =0 и, следовательно, АУ ==АУ.. Обычные формулы дифе- 
ренцирования дают. 


дих— а ну— 6 дд 2-—-с 
ви»=\\ : | ;3 ь т ° }®— 
В 0 


3 
и 


х-а —6 2—с 
[т ду агах ах ау), 
г у и 

. 0 0 0 

У 
где гу есть расстояние от точки Ру до переменной точки М. Левая часть 
не зависит от радиуса 0; остается найти прелел правой части, когда 5 
стремится к нулю Но если обозначить через А верхнюю границу аб- 
солютных величин частных производных от ц, то абсолютная величина 
тройного интеграла, на основании предыдущего примечания, будет мень- 
ше 12Кпо и, следовательно, стремится к нулю вместе с р. Что касается 
поверхностного интеграла, то на поверхности У имеем /о =, и 

х—@ У 2—6 
’ з 
в 2 2 

представляют в точности направляющие косинусы внешней нормалн. 
Этот интеграл обращается в 


2 


1 м (х, у, 2) 4в==-- \ \ ц(аз- 230 со$Ф...) $1604 
9? [и р | ф 
У 


оу 


‘и, очевидно, имеет пределом 


03 


> 


2 

— (ао, 6, со) \ $10 40 45 
5 
( 


или — 4пыо. Итак, для всякой точки (а, 6, с) внутри области О имеем 
следующее соотношение между вторыми производными потенциала: 


у, и, зи 
АИ = а - 98 ++ са — — 4ти (а, 6, с}; (46) 


это — формула Пуассона, которая, если угодно, содержит формулу Ла- 
пласа как частный случай. Действительно, достаточно взять 14 (а,6,с) = 0 
во внешней точке, чтобы снова получить соотношение АИ -=0, которое 
применимо ко всем точкам вне области 0. Из сравнения этих двух фор- 
мул вытекает, что вгорые производные, или, по меньшей мере, некото- 
рые из них, должны претерпевзть разрыв при нереходе черёз гранич- 
ную поверхность $ области 2. Важно также заметить, что прелыдущее 
доказательство предполагает, что плотность 5 (х. у, 2) допускает непре- 
рывные или по меньшей мере ограниченные и интегрируемые производные *. 


* Формула Пуассона была распрострапена различными математиками на более 
общие случаи. См., например, два мемуара Петрини (Ретг1ип Ь Асёа тапетайса, 
ХХХ, 1908, р. 127, Лоитпа! 4е МоисШе. “И звпе, 1. У, р, 117, 19031 
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Все предшествующие свойства распространяются без труда на лога- 
рифмический потенциал, который мы напишем, заменяя = через 19 —, 
г 


в внде: 1 
У (а, 5) = № и (х, у) 105 — ах ау, 


р 


где двойной интеграл распространен на двухмерную область ДО плоско- 
сти, в которой м(х, У) является непрерывной и диференцируемой функ- 
цией; У (а, 6) есть функция, непрерывная вместе со своими частными 
производными первого порядка во всей плоскости, причем пронзводные 
ее получаются посредством применения обычных формул диференцирова- 
ния под знаком интеграла; У является гармонической функцией вне обла- 
сти 0; внутри Р она допускает непрерывные производные второго по- 
рядка, удовлетворяющие соотношению 


2 
А == — 2пи (а, 6). (47) 


Резюмируя, мы видим, что потенциал И (а, 6, с} есть функция трех пе- 
ременных (а, 6, с), обладающая следующими свойствами: 

1. Она. непрерывна и имеет непрерывные частные производные пер- 
вого порядка во всем пространстве и равна нулю в бесконечности. 
(Это положение доказывается, как в $ 526.) 

2. Она является гармонической вне замкнутой области О, ограни- 
ченной одной или несколькими замкнутыми поверхностями. 

3. Виутрн области О’ она долускает непрерывные производные вто- 
рого порядка, удовлетворяющие соотношению Пуассона АГ =-— 4пи. 


Эти свойства вполне определяют функцию 7 (а, 6, с). Пусть, в самом деле, 
7, (а, 6, с) — потенциал, производимый действием масс плотности к (х, у, 2), рас- 
пределенных в области О. Разпость У —УТ; иепрерывна во всем пространстве 
вместе с своими частными производными первого порядка, и притом представ- 
ляет гармоническую функцию во всех точках пространства за исключением, мо- 
жет быть, точек на поверхностях 5. Но выше ($ 528) было доказако, что вторые 
производные остаются непрерывными на этих поверхностях, так что Г— ТИ, яв- 
ляется гармонической функцией то всем пространслве, а так как.эта разность 
равна нулю в бесконечности, то она тождественно равна нулю. _ 

В некоторых случаях можно воспользоваться этими свойствами, чтобы облег- 
чить вычисление потенциала. Допустим, например, что мы желаем вычислить по- 
тенциал однородного шара плотности в и радиуса Ю. Функция Г, определенная 
равенствами: 


У— 2 (= — $) 


внутри шара и 


вне шара, где @, расстояние от точки Р до центра, удовлетворяет тем же 

условиям, как и искомый потенциал. Она непрерывна так же, как и ее произ- 

водные первого порядка, и равиа нулю в бесконечности; вне шара имеем АТ — 0, 

а внутри шара ЗУ = — 4:. Следовательно, она тождественна с искомым потенциа- 

лом. Лежен-Дирихле дал менее элементарный пример, вычислив синтетическим: 

путем потенциал, вызванный притяжением однородного эллипсоида (Уоигпа[ 4е' 
геЦе, #. 32). 
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537. Формула Гаусса. Из формулы Пуассона легко вывести значение 


ау м 
интеграла а взятого по некоторой замкнутой поверхности У, 
7 


> 

причем производная 9 берется по внешней нормали. Допустим для 
определенности, что область внутри Х состоит только из двух частей — 
области );, являющейся частью О, и области О,, внешней по отноше- 
нию к О. Область О. ограничена частью У, поверхности Х и частью 5’ 
поверхностей 5, ограничивающих ДО. Область О, в свою очередь огра- 
ничена поверхностями 5’ и частью ХУ, поверхности У. Применив форму- 
лу Грина (10) к области О, и принимая во внимание формулу Пуассона, 
получим, положив © =1, Ф=У: 


Сосо р 


ы 5! } 


ау 
где —— обозначает производную, взятую по направлению внешней нор- 

п 

1 
мали: так как И-— гармоннческая функция в области ДО,, то имеем, с 


другой стороны; 
ау аи 
Даб або, 


У 5' 


ау 
где -— имеет аналогичное значение. 
п 
2 
Но вследствие непрерывности первых производных от И, имеем 
вдоль 5": 


ау ‚ау _ 0: 
ап ' 4, 
складывая предыдущие формулы, получни: 
ау 
ре аким, (48) 
У 


где М равно тройному интегралу № В а49, т. е. сумме притягивающих 


масс, заключенных внутри поверхностн У. 

538. Нормальные производные потеициала простого слоя. Потенциал 
простого слоя можно рассматривать, как предельный случай объемного 
потенциала. Рассмотрим объем, заключенный между поверхностью Х и 
бесконечно близкой к ней параллельной поверхностью, находящейся на 
расстоянии $ от первой, и положим, что этот объем заполнен мате- 
рией, плотность которой р постоянна вдоль каждой общей нормали. 
Элемент этого объема, образуемый частями нормалей, проведенных из 
всех точек элемента 46 поверхности У, имеет выражение =45. Еслн те- 
перь допустим, что = бесконечно уменьшается и в то же время 8 уве- 
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личивается, так что произведение 62 стремится в каждой точке к неко- 
торому пределу |4, то потенциал от действия рассматриваемого объема 
о 


обратится в пределе в поверхностный интеграл \ В а, что оправды- 
г 


вает название потенциала простого слоя, данное этому интегралу. Чи- 
сло № выражает поверхностную плогность этого слоя. Общие свойства 
этого интеграла были выведены выше: остается исследовать разрыв 
производных при переходе через У. 

Положим, что поверхность № замкнутая, и пусть /Му — обыкновенная 
точка этой поверхности. На нормали в точке М, возьмем две беско- 
нечно близкие точки Р;, Р, по одну и по другую сторону от Мь. Нро- 
изводные потенциала в этих двух точках, взятые по направлению внут- 
ренней нормали в точке ИМ, стремятся соответственно к пределам, которые 


аи; ау 

мы обозначим через : и Я °, когда точки Р,и Р, бесконечно при- 
ап Я 
1 1 


ближаются к М, *. Примем за начало координат точку Му, направление 
внутренней нормали — за положительное направление оси 2, а две перпен- 
дикулярные прямые в касательной плоскости — за оси хи у; мы 
предполагаем, что часть поверхности Х вблизи точки Му выражается 
в полуполярных координатах уравнением вида: 


1+ 
21 (2, в), 
где а положительно, а фуякция { непрерывна вместе с своими частными 


му , 
производными №’ 5 вблизи начала. Эти условия заведомо выпол- 
няются, когда 2 допускает непрерывные вторые производные вблизи 
начала. Формулы замены переменных (, $61) непосредственно показы- 
вают, что производные ри 9 имеют вид 2°А (', 9), гле Д непрерывна 


при р==0. 
ГА . , 
Производная =: в какой-нибуль точке Р оси 2, внутренней или 
= 


внешней по отношению к поверхности У, имеет выражение 


ау __ 605 9; 
ах _ о 
У 


145, (49) 


. Чу, 
На основании ормулы среднего значен ‘я ; 
п 


У(Р) — УМ) 


есть предел отношения 
2 


› когда точка Р; приближается к точке Мь оставаясь на вн, трен- 


МВ; 
ней ноомали, тогда кк Чт. “есть предел отношения —— УМУ ГУ когла Р, при 
и п; М.Р,  °КОГа Ге Пр 
ближается к точко Му, оставаясь на внешней нор» али. Вообще, когда точка Р 
Л 
с коор инатами (а, 6, с) приближается к Мь то производные я 55 стремятся 


к тем же сам.м прелелам, будет ли точка Р внутреин:Й или внешней по отно- 
г 
шению к поверхности У; только производная —с Имеет два различных предела, 
© 


если ось 2 взята параллельно нормали в точке Му (см. Пуапкаре, Ньютонов 
поте..циал). 
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где Ф, есть угол между направлением Рг и направлением РМ, выходящим 
из Ри соединяющим точку Р с какой-нибуль точкой М поверхности У. 
Если точка Р совпадает с самой точкой Му, то этот интеграл прини- 


мает вид: ^ 054 
и» | 4, (50) 
0 


где гу обозначает расстояние от точки /М до какой-нибуль точки М 
поверхности ХУ, а Ф есть угол внутренней нормали в Мо с направле- 
нием ММ. Чтобы убедиться, что этот интеграл имеет конечное значение, 
достаточно рассмотреть малую часть У' поверхности У, заключающую нача- 
ло и проектирующуюся на плоскость ху в область. ограниченную замкну- 
той кривой \. Элемент интеграла (50), распространенный на У', напи- 
п(2, 6) 42 40 
шется в полярных координатах в виде и 
п (2, ®) ограничена в окрестности вачала. Отсюла не следует, что 


‚ причем функция 


р имеет пределом У’, когда тозка Р стремится к точке М), ибо 
= 


ничто не доказывает непрерывности этого интеграла в окрестности точ- 
}9 ЛМ. Наоборот, мы сейчас покажем, что эта производная имеет в этой 
точке такой же разрыв, как потенциал двойного слоя. Для этого рас- 
смотрим вспомогательный интеграл 


[ с0$ ® с0$ 
= + о 54» (51) 


где о есть угол между МР и направлением внутренней нормали в точке И; 
применяя рассуждение, вполне аналогичное проведенному в $ 505, 527, 
м’! докажем прежде всего, что этот интеграл непрерывен в точке М. 
Для этого рассмотрим триэдр, имеющий вершиной какую-нибудь точку М 
поверхности » и ребрами — направление МР, направление внутренней 
нормали ММ в точке М и линию /М2г', параллельную оси г. Угол между 
МР и М2 равен п —%., угол между МР и ММ есть $9; обозначим 
через 0 угол между М№и М2', и через ® плоский угол двухгранного угла с 
ребром ММ; согласно основной формуле сферической тригонометрии имеем: 


60$ (п — .) = с0$ 9 созф -- $11 6 $1 со$ 9, 
з О 
и интеграл / может быть иаписан в виде: 


. 10045 
Е (52) 


У 


Первый двойной интеграл правой части непрерывен в точке Му: 
ус0$ 05 
в _ 


; 


действительно, если рассмотрим потенциал двойного слоя -| ( 
в 


где у= 4 с0$6, то этот интеграл представляет не что иное, как 


с05 $ 
ое 
р 


240 ГЛАВА ХХУШ. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ $ 538 


между тем выше было доказано, что последний интеграл непрерывен 
в точке Му ($ 505, 527). Чтобы доказать, что то же самое имеет место 
и для второго интеграла, достаточно доказать, что этот интеграл равно- 
мерно сходится в окрестностн точки М, ($ 504), или, что интеграл 


таз ‚ у 
— , распространенный на бесконечно малую часть У! поверхности У, 
2 


окружающую начало, бесконечно мал. Но если перейти к полярным 
координатам, то элемент этого интеграла примет вид р"-1м(р, 0) 40 4®, 
причем функция п (р, ш) остается ограниченной. Следовательно, инте- 
грал, распространенный на бесконечно малую область, сам бесконечно мал. 

Установив эти положения, допустим сначала, что точка Р оси 2 есть 
внутренняя точка Р;; предел интеграла /, когда эта точка Р, стремится 


ГА 

к началу, очевидно, равен и Ап»; наоборот, если бы точка Р была 
я 
1 


. 


ау 
внешней точкой Р,, то предел был бы равен Зи Наконец, если точка Р 
п 
1 
совпадает с самой точкой Му. то / равен У’ --2пщ. Приравнивая эти 
три числа, находим искомые значения: 


(53) 


В 
з|< 
® 
| 
52 
Я 
$ 
—- 
—ъ 
—> 
5.8 
|-е- 
а. 
———ы„— 


ау, ау, _ 
И к 
54) 
ау, ау, _ соз ( 
а па | [в =. “| 
х 


Для производных по нормали логарифмического потенциала простого 


1 
<лоя И= ао в нокоторой точке № кривой С ($5 505) имеем 


[#3 
вполне аналогичные формулы, доказываемые таким же образом: 

ау, Г созф ] 

ая, + | о 45, 

р бо (55) 

е__ с0$ 4 

пены, | 

с й) 


* Второе из соотношений (54) было доказано Племели в 1904 г. (Р!етец, 
Мопазйейе }аг МатетаНЕ ипа РпузА). 


$ 538—589 И. НЬЮТОНОВ ПОТЕНЦИАЛ 24] 


где г— расстояние от точки /М, до переменной точки М кривой С, 
аф — угол между ММ и направлением внутренней нормали в точке Мо. 

539. Ньютонов потенциал двойного слоя. Покажем еще, как теория 
магнетизма приводит к поверхностным интегралам. называемым потен- 
пиалами двойного слоя ($ 527). Вообразим слой положительной плотно- 
сти и, наложенный на поверхность ХУ, и слой отрицательной плотно- 
сти — м’, наложенный на параллельную поверхность ХУ, находящуюся 
на бесконечно малом расстоянии = от первой. Нормали к поверхности У, 
проведенные из контура элемента 45 поверхности У, вырезают на по- 
верхности >’ элемент поверхности 45’; мы предполагаем, что М’ вы- 
брано так, что постоянно имеем ц45==н'45. Сумма потенциалов 
этих двух слоев на внешнюю точку Р равна позерхностному интегралу 


1 1 
нет) 
; 


= 


где ги /" суть расстояния от точки Р до элементов 43 и 49'. Если рас- 
стояние = стремится к нулю и если в то же время плотность и возрастает 
таким образом, что произведение и= остается равным ц,, то этот интеграл 
имеет пределом двойной интеграл 


а . . 
где производная. взята по нормали, иаправленной от Ук У’. Мы 


приходим к выражению, которое мы взяли для определения потенциала 
двойного слоя. 

Производная по нормали от этого потенциала ведет себя совершенно ипаче, 
чем такая же производиая от потенциала простого слоя, при переходе через 
поверхность У. Пусть Му некоторая точка поверхности У. РиР”’ две соседние 


точки на нормали в Мо по разные стороны от этой точки и на равном расстоя- 
нии А от нее. Производные 


‚ат (1—) 
(т р’ ап Ув” 
взятые по определенпому направлепию, выбранному на нормали в точке Мь, не 


стремятся непременно к пределу, когда й стремится к нулю, по доказано, что 
их разность стремшася к нулю вместе с й. 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Из формулы, дающей решение задачи Д.рихле для шара, вывести зна- 
чение поверхностного у.нтеграла 
|“ 
2’ 
$ 


где г расстояние от постоянной точки Р внутри или вне сферы $ до перемен- 
ной точки М на сфере. 


16 5. Гурва, т. ПТ, ч, 1 
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2. При помоши преобразования ннверсни доказать, что формула (19) ьожет 
быть написана в виде: 


ГГ ‚ 4: 
ааа | рр 
5 


где [7 обозначает заданное гначение (7 в точке М’ сферы, являсщейся второй 
точкой пересечения прямой МР со сферой (упражнение 4, стр. 199%. 

3. Дан однородный цилиндр плотности в, радиуса А и высоты й. Вычислить 
объемный потенциал для точки оси и производную от этого потенциала по 
направлению оси. Заставляя Й стремится к нулю, а в возрастать таким 
образом чтобы ий имело пределом №, вывести отсюда разрыв производной от 
потенциала простого слоя, вызванного однородным круговым слоем. 

4. Лемма Пуанкаре. Пусть $ — сфера радиуса АЮ с центром в О, А — внеш- 
няя точка и Р— внутренняя точка. Предполагая точку А неподвижной, полу- 


чим, что ъ — гармоническая функция координат точки Р внутри сферы 5 и, 
следовательно, на основании формулы (19) (стр. 219) имеем: 
1 1 А — ОР 
А — — — 4 =—0, 
АР п 4«Ю РМз (1 
5 
та же формула (19) при = 1 дает: 
2—0 
4 РМ: ^^" м 
5 


Наконец, будем рассматривать точку Р как постоянную и точку А каь 
переменную; вследствие непрерывности потенциала простого слоя разность А 
будет равна нулю в каждой точке сферы $. Эта разность А является гармони- 
ческой внутри $ за исключением точки Р, где она равна -- со. Так как при 
этом она равна нулю на сфере, то она положительна во всякой внутренней точке. 
Объединяя все эти выводы, получаем следующее предложение, положенное 
в основу метода выметания Пуанкаре: 

Если дана масса, равная единице, помещенная в некоторой точке Р внутра 
шара, то, распределяя эту массу на всю поверхность шара так, что плот- 
ность в какой-нибудь точке М сферы будет обратно пропорциональна ку- 
бу МР, получим шаровой слой, вызывающий тот же потенциал, как и взятая 
первоначально масса, во всякой внешней точке и меньший потенциал вс 
всякой внутренней точке. 


ГЛАВА ХХХ. 
УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ. 


Линейные уравнения параболического типа обладают одновременно 
свойствами как уравнений эллиптического типа, так и уравнений типа 
гиперболического. В этой главе я ограничусь изложением основных 
свойств уравнения теплопроводности, о котором уже была речь неод- 
нократно * ($ 486, 487, 488). 

540. Общие положения. Частные интегралы. Уравнение с частными 
производными 


би) == (1) 


среди уравнений параболического типа с двумя переменными является 
аналогом уравнения Лапласа для случая уравнений эллиптического типа. 
В настоящей главе мы будем обозначать через и(х, у) всякий инте- 
грал этого уравнения; точно так же о (х, =) будет представлять инте- 
грал сопряженного уравнения ($ 497), которое для данного случая есть 


2 
Фа -Ная = 0. ©) 


Оба эти уравнения допускают единственное семейство характеристик, 
состоящее из прямых, параллельных оси Ох. Мы будем называть каж- 
дую из этих функций и(‹, у) или ®(х, у) правильнсй в некоторой об- 
ласти О, если она непрерывна вместе с своими частными производными 
первого порядка в этой области. Достаточно было бы даже потребовать, 


9 
чтобы производная по у была непрерывна; ибо если, например, у 
у 


* Начиная с Фурье, это уравиение было предметом довольно большого 
числа работ: 

Ро!5зз0п, ГАвоме тайвтаНдие 4е [а сВа[еиг, гл.МТ, Райз 1825; Эс нае тт1ь 
Уоигптй Че СтеЦе, + 172; Ве+1:, Метог.е @еЦе $ос. паЦапа аейе Заенге, 3 ‹впе, 
+, 1; Арре!1, Лоигла 4е оное, 4 зёпе, 1. УШ; Мой егга, [есопз рго[еззеез 
а боскпойп (Ор аа 1906). 

Основные граничные залачи были разрешены в различных работах, припал- 
лежащих главным образом Хольмгрену (Но тотеп) и Лерн (Е. Ьеу]). Послел- 
иие параграфы настоящей главы ($ 544, 545, 547) взяты почти целиком в осповном 
из работы Хольмгрена. Уравнения параболического типа в общем виде были изу- 
чены в важных работах Э. Леви (Аплай 4! Маетансе, 1908), Блока (Н. В1оск, 
Агёю 4е ЗюсЕйойт, 1. У). Жевре (Феугех, Лом"п [.е Майятанаиез, 6 ззме, 
+. 1Х, 1913,1. Х, 1914; Апя. 4е РЕсме Могпийе зирёмелге, 3 звпе, +. ХХХУ, 1918). 


16* 
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является непрерывной функцией, то уравнение (1) показывает, что то 
2 


ди 
же самое имеет место и для м и, следовательно, для эх. 
х? 


Уравнение (1), будучи уравнением с постоянными коэфициентами, 
допускает частные интегралы вида: е @%+87 ($ 483); связь между аибв 
этом случае выражается так: 2 = а? *. Из полученного таким образом 
интеграла ейх--@У можно вывести бесконечное множество других, беря 
последовательно производные по параметру а, или, что сводится к то- 
му же, беря последовательно коэфициенты разложения в ряд по сте- 
пеням а этого интеграла. Напишем это разложение в виде: 

+ со 


п 
иные У, (У); (3) 


П=1 


У, (х, У) есть многочлен п-й степени по х, у, однородный относительно 


хи, 
еп Пи. 

—1)...П— 2 |1 

п(®— ) - р } ур... (4) 


п п—1 


и оканчивающийся членом с у-при п четном и с ху 2? при л нечет- 
„ном. Эти многочлены И, представляют интегралы уравнения (1) по са- 
мому их определению. В этом также легко убедиться, замечая, что урав- 
нение (3) после диференцирования по х и по у дает соотношения: 


р —И\,_1, ] 
зи (5) 
у —=и(п— 1) Ин- = | 


откуда непосредственно заключаем, что У, удовлетворяет уравнению (1). 
Всякий многочлен (/, степени п по х, у, удовлетворяющий уравнению (1), 
представляет линейную комбинацию с постоянными коэфициентами 
многочленов У, =1, И,,...,И,. 

Дейстзительно, всякий многочлен, удовлетворяющий уравнению (1), 
вполне определен, если известны коэфициенты при членах, не содер- 
жащих у, так как при посредстве уравнения (1) и уравнений, полученных 
из него диференцированием, можно выразить все производные интег- 
рала при помоши одних только производных по х. Поэтому, если вы- 
брать коэфициенты Со, С1,...,С, так, чтобы многочлен 


Со си, +... С.И, 


имел члены, независимые от у, такие же, как о, то эти многочлены 
необходимо тождественны. 


. У р В 
* Заменяя а через а/, спова получаем интегралы е-=У созах, е -Фузтах 


© 487. 
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Многочлены У, (х, у) легко выражаются через полиномы Эрмита Р, (2), опре- 
деляемые равенством: 
ЧП, 2% — 2 
аа )=е "Р, (2). 
В самом деле, напишем формулу разложения в ряд для ее "А", 
обе части на е- 2": 


разделив 


5 
я я 
е—21—т— 1 У ат Ра (2) 


П=1 


чтобы отождествить левую часть с левою частью формулы (3), достаточно заме- 


—_ х 
нить А через аИ—уи2 через у Замечая, что правые части обеих 
— У 
формул тождествениы после сделанного преобразования, получаем следук- 

щее выражение для И» (х, у): 

п —х 
Ту =(—ФУ2Р, [= ). 
п( } ) ( ) п 2И-у. 


На основании теоремы Ролля легко доказать, ч:о все и корней уравне- 
ния Р, (2) =0 действительны, различны и попарно равны по абсолютной вели- 


Н 
чине. Отсюда следует, что уравнение У, (х, у) =0 представляет -5 Нарабол. 


1 
если п четиое, и парабол вместе с осью у, если пл нечетное. 


п— 
2 
Очевидно, что уравнение (1) не изменяет вида при замене перемен- 
ных: х' == Аха, у == Ру В, каковы бы ни были постоянные А, а, В. 
Таким образом, если и(х, У) — интеграл, то и и(Ёх-Ра, Е?у-- В) также 
будет интегралом. Для уравнения (1) существует также преобразова тие, 
аналогичное инверсии, определяемое формулами: 


‚ох , 1 и 
 =—=—, —= ——, =—-с 9; 
у У у 
произведя вычисление, иаходнм, что уравнение (1) преобразуется 
„ У 9 
в уравнение того же вида * т Следовательно, если и(х, у) 
х° у 
интеграл уравнения (1), то интегралом будет и 
1-х 1 \ 
--- =: 6 %7 п (5. —У)} 
Иу ‚У У 


541. Аналитические изтегралы. Сначала мы дополним то, что уже 
было сказано (5 471) об аналитических интегралах уравиения (1), огра- 
ничившись, впрочем, действительной областью Пусть и(х, у) — голо- 
морфный аналитический интеграл в окрестности точки (хо, У). когорый 
обращается при х==х, в голоморфную функцию ©(у,. и производная 


= Аппель показал, что все преобразования вида х’-=$ (х, у). у-=$ (я, У, 
ит А (х, Уи, которыми уравнение (1) преобразуется само в себя, приводятся 
к комбинации приведенных простых преобразований (/оигиа! 4е Матетайдиез, 
4 55пе, 1 УШ, 1892, р. 187). 
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9и 
которого 3х равна Ф(у) при этом же значении х. Разложение интег 
х 


рала и(х, у) в ряд по степеням (х — х,), как мы видели, есть: 


— — 2 
(уе) 7$) вы 9 


(х— ж)* 


5.3 Ф(у- ... А о) (у- 


(х — хо”! 


Зе - и (у -... (6) 


Для того чтобы преобразовать этот ряд (6) в целый двойной ряд Т, 
лостаточно заменить ф(у} и Ф(у) и их производные их разложениями 
в рады по степеням у— у. Пусть А есть радиус меньшего из кругов 
схолимости двух целых рядов по у— у; если г— произвольное поло- 
жигельное число. меньщее Ю, то ряды Ф(у) и Ф(у) допускают в каче- 


стве усиливающей функции (мажоранты} выражение ——_——_—. Следо- 


вательно, если заменить в ряде (6) 9(у) и Ф(у) этой функцией, то 
двойной ряд 7’, полученный таким образом, будет, наверное, мажорантой 
для двойного ряда Т, полученного из (6) без всяких изменений. 

Вспомогательная таблица с дьойным входом Т’ сходится абсолютно, 
если только абсолютная величина у— у, меньше Г. Действительно, за- 
меним х— Хх, и у— у их абсолютными величинами и соберем вместе 
члены одинаковой степени относигельно |х — х|: ясно, что коэфициен- 
тами при [х —х. |?” и при |х — х)21+1 будут соответственно: 


Мы! М"! 
уг, | ОИ 
(от [1 2%" та бил [1 92|" т 


и следовательно, эта таблица сходится абсолютно, каково бы ни 
было х, если только |у— у. |<г. Так как число г может быть сколь 
угодно близким к АЮ, то отсюда заключаем, что двойной ряд 


и (х, у) = За (х — х)! (у — У}, (7) 


представляющий функцию и(х, у) в окрестности точки (ху, у,), абсо- 
лоотно сходится в полосе В плоскости ху, ограниченной двумя характе- 
ристиками у=у-- А, у=т — Ю. Он не может сходиться в более 
широкой полосе, так как, по крайней мере, один из целых рядов, прел- 
ставляющих ®(у} и Ф(у), расходится вне интервала (у, — Ю, з-- А). 
ди (хт, У) 
Пусть х, — какое-нибудь значение х; функции п (т У) мо- 
1 
гут быть разложены в целые ряды по у— у, заведомо схолищиеся 
в интервале (ху — Ю, у-- А); мы их действительно получим, заменяя х 


ди 
через х; в выражениях и (х, у) и ух. Они не могут быть оба сходя- 
х 
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щимися в большем интервале, ибо, рассуждая в обратном порядке, мы 
отсюда заключили бы, что ряды ®(у) и (у) сами сходятся в более 
широком интервале. Из этого замечания следует, что в исследовании 
аналитического продолжения функции и(х, у), определенной рядом (7), 
можно дать х какое-нибуль постоянное значение и рассматривать и 
как функцию одного переменного у. Допустим, что обе функции $ (у) 
и ф(у) могут быть аналитически продолжены в интервале (а, 8), охваты- 
вающем первый интервал (%—^Ю, У%--^Ю), если давать у действи- 
тельные значения; тогда интеграл и(х, у) является аналитическим и 
правильным в полосе, ограниченной характеристиками у=а, у=в, 
но он не может быть аналитически продолжен за эту полосу, по край- 
ней мере, если исключить комплексные значения переменной у. Впро- 
чем, может случиться, что одно из чисел а, В или оба сразу будут 
бесконечны; в последнем случае интеграл является голоморфным на всей 
плоскости. Это имеет место, например, если взять 


1 


ау, ф (У) =0. 


ф (у) 


Изучение аналитических интегралов возбуждает другой вопрос. Ин- 
теграл подобного рода определен, если мы задалим функцию Р(х), 
в которую обращается интеграл при данном значении у, например 
при у=0. Эта функция Р(х) является непременно целой функцией 
от х, но это не произвольная целая функция. Для того чтобы найти 
ее характерное свойство, напишем ее разложение в ряд по степеням х: 


2 3 
Е - эт... 


х2п1+1 п ъ 
и” (0) | ви” ©т..., (8) 


причем х (у)иф (у) всюду обозначают функции, в которые обращаются и 


х2 
`` (бл 


9 
и ух ИРИ х-=0. Придавая М их те же значения, что и выше, мы видим, 
х 


что Р(х) допускает в качестве мажоранты ряд: 


х? хз п! хп п! 2п+1 
.2.г 71“ 


пм таз ба ге Тат м 


Члены этого нового ряда соответственно меньше членов ряда 
2 
[(1- х) еК*", если два числа Г и К удовлетворяют неравенству: 


М (т. 
> (лу (К 


правая часть которого есть общий член ряда, сходящегося, если К 
выбрано так, что 4Кхг болыше 1. Следовательно, и сама функция Р(х) 
допускает в качестве мажоранты выражение вида 2 (1 | х)е ха, где [. 
и К— два положительных числа. 
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Обратно, если целый ряд Р(х) удовлетворяет этому условию, то 
уравнение (1) имеет интеграл, голоморфный в окрестности начала и 
обращающийся в Р(х) при у==0. Если такое решение существует, то 


Го 
для и (0, у)и (+) имеем следующие разложения в ряд по степе- 
х 
6 


ням У(5 471}: 


Е” (0 Е\2п) (0 
$ (у) = (0) -- у... и... 
Е" г) (0 


м } м } 
фу) = 2" (0) + А” (0)у-.. Ут. 
и достаточно показать, что эти два целые ряда имеют радиус сходимо- 
сти, отличный от нуля. Но первый ряд, например, имеет в качестве 


мажоранты ряд: 
ГУ (2п)! су 


(1!) 


сходящийся, если |4Ку| < 1, и то же самое справедливо для второго 
ряда. Следовательно, для того чтобы уравнение (1) допускало инте- 
грал, голоморфный в окрестности начала и обращающийся в целую 
фучкцию Ех) при у=0, необходимо ш достаточно, чтобы Е(х) 
имела мажоранту вида: 

ЕЕ х)екКм, 


где [и К— два положительных числа. 

Это условие может быть заменено другим, куда входит только по- 
рядок величины коэфициентов ряла Р(х) (см. упражнение 1). 

Заметим также, что если функции © (у) и Ф (у) голоморфны в дей- 
ствительном интервале (7, В), то ряд (6) представляет интеграл во всей 
полосе, ограниченной прямыми у=а, у=В. Наоборот, ряд (7) вообще 
сходится только в более узкой полосе, заключенной внутри первой. 

542. Фундаментальное решение. Преобразования, указанные в конце 
$ 540, позволяют получить из интеграла и (х, у} =1 интеграл, завися- 
щий от двух произвольных параметров $, п: 

1 Их» 
# (х, у) = 7—6 40-9, 
Уу—1 
который играет по отношению к уравнению (1) такую же роль, как 
1осг в теории гармонических функций. Можно также получить этот ин- 
теграл из частного интеграла е— °*7—*) соз а (х -— ), зависящего от трех 
параметров а, &, у путем квадратуры ($ 486). Этот интеграл имеет дейслви- 
тельное значение только в случае, если у`> 1; однако для дальнейшего 
полезно принять следующее определение. Обозначим через Ц(х, у;&, т) 
функцию, определенную равенствами: 


1 ди 
И(х, у; &, Пу 40-0 для У1, | (9) 
ИК 


И (х, у; 6 1) =0 лля ут 
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Функция, определенная таким образом, есть интеграл уравнения (1), 
который является правильным для всех систем действительных значений 
х и у за исключением точки (х=ё, у=\); действительно, всякая ча- 
стная производная функции и(х, у) представляет сумму членов вида: 

(2 
_Р®__ не 40-1, 
п-- 
(у—т ? 
где Р(х) — многочлен, и это выражение стремится к нулю одновременно 
с у— 1, если только х —& не стремится также к нулю. 

Функция И(х, у; Ё, 1), рассматриваемая как функция от (1, 7), есть 
также интеграл сопряженного уравнения, правильный во всей плоскости, 
за исключением точки &==х, |==у, и тождественно равный нулю для 
1->у. Диференцируя И по х, у, & | несколько раз, получазм новые 
функции (79 (х, у; &, 1), которые обладают теми же свойствами, как и 
функция (. Каждая из этих функций, рассматриваемая как функция 
одной пары переменных (х, у), представляет решение уравнения (1), 
правильное во всей плоскости, за исключением точки х=ё, у=л; рас- 
сматриваемые как функции от (5, 1), они являются интегралами сопря- 
женного уравнения 

о 

952 9’ 
допускающими на всей плоскости единственную особую точку &==х, 
]==у. Все эти функции тождественно равны нулю, если 12. 

Из фунламентального решения ((х, у; &, 1) можно также голучить 
путем квадратур новые интегралы, аналогичные логарифмическому по- 
тенциалу простого слоя. Пусть # (&, 1), @(&, 1} — две какие-нибудь 
непрерывные функции координат (&, 1) точки М влоль дуги кривой С, 
расположенной на конечном расстоянии. Криволинейный интеграл 


и(х, у) = \И(х, у, $ РЕ, 1-9, па] (10) 
с 

представляет интеграл уравнения (1), правильный вместе со своими ч1- 
стными производными во всякой области /), не имеющей общих точек 
с кривой С; действительно, можно применить любое число раз обыч- 
ные формулы диференцирования, если точка (х, У) остастся в обла- 
сти 0. Заметим, что согласно опрэделению функции ((х, у; $ 1} 
для вычисления и(х, У) следует брать только часть дуги С, располо- 
жечную ниже характеристики, проходящей через точку (х, у). Отсюла 
следует, что ниже характеристики, проходящей через точку кривой С 
с минимальной ординатой, функция и(х, у} равна нулю; то же самое 
имзет место во всех точках этой характеристики, не принадлежащих 
к С. Выше характеристики у == уу, оставляющей пол собой всю дугу С, 
и(х, У) есть голоморфная аналитическая функция двух неремеиных 
х, у. В самом деле, будем временно рассматривать х и у как комплекс- 
ные переменные; если &, у обозначают координаты какой-нибудь точки 
дуги С, то И(х, у; &, 1) есть голоморфиая функция переменных Хх и у, 
какова бы ни была область изменения комплексного переменного х, 
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если только действительная часть у больше, чем ую (для Иу—1 берем 
положительное значение, когда у действительно). Следовательно, 
и(х, у) представляет голоморфную функцию двух переменных х, у над 
характеристикой у = у. *. 

Для того чтобы исследовать, что будет с функцией и(х, у) при 
приближении точки (х, у) к точке // контура С, необходимо сделать 
предположения относительно формы этого контура. 

543. Формула Пуассона. Исследуем сначала случай, когда кривая С 
представляет отрезок характеристики. Определенный интеграл 

( $ (5) - © ы 
и (х, я=( 7-е 40-9 45, (11) 


ЛИу—& 


а 


где $ (=) — функция, непрерывная в интервале (а, 65), представляет на 
основании изложенных свойств интеграл уравнения (1), правильный во 
всякой точке плоскости, не расположенной на отрезке АВ характери- 
стики у-==й между двумя точками А и В с абсциссами аиф. Для 
определенности предположим, что а<.6. Эта функция и(х, у) равна 
нулю во всякой точке ниже характеристики у==й и во всякой точке 
этой характеристики вне отрезка АВ. В части плоскости, расположен- 
ной выше, она является голоморфной функцией переменных х, у. 
Остается выяснить, каков предел и(х, У), когда точка (х, у), нахо- 
дящаяся над АВ, стремится к какой-нибудь точке этого отрезка. Для 
выяснения этого воспользуемся несколькими леммами, часто применяе- 
мыми в этой теории. 

Пусть Р(и) непрерывная или, по меньшей мере, ограннченная и 
интегрируемая функция, имеющая в интервале (а, 6) разрывы только 
первого рода. Зададимся целью найти предел интеграла 


ге рр о у, (12) 


< 


а 


когда положительное число у стремится к нулю. 

Первый случай. Сначала предположим, что а и 6 оба поло- 
жительны или оба отрицательны, например 0 < а< 6. Если М — верхняя 
граница для | (и) | в петро | (а, 6), то, очевидно, имеем: 


у + 


)е %, 
и это выражение стремится к нулю вместе с у. Имеем, следовательно: 
11 1==0. 


Второй случай. Допустим, что один из пределов равен нулю, 
например а=0, 6`>0. Пусть В — позожительное число, меньшее 2, 


* Достаточно воспроизвести рассуждение $ 333 (т. П), замелив, что предпо- 
ложение, что А является аналитической функцией переменного интегрирования, 
не играет никакой роли в этом доказательстве, 
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такое, что |Р (и) —Р(-- 0)| будет меньше заданного числа 1 в интер- 
вале (0, 8); можно выбрать В столь малым, что число 1 в свою очередь 
будет меньше всякого заданного наперед числа. Мы можем написать: 


8 из 8 з 
+ и а: [13 
(о) | НФ СНОе т +7 и, 
ИУ , 
о о Е 
или, полагая в двух первых интегралах = у: 
в _в_ 
уу уу ь , 
—_ Е (и) -г 
—=Р(--0) | 22-й 41-2 \ [Р(2У у)— Е(-Р 0] е-йане уу" ди. 
о 5 з 


Из способа выбора числа В ясно, что абсолютная величина второго 
интеграла меньше, чем 
+ со 


С _ 
21 \ ей 4: =щУ т. 
о 


Претположим, что В взято так, что мы имеем: Ик =, где = есть 
наперед заданное положительное число; определив число В таким образом, 
заставим у безгранично уменьшаться: первый интеграл имеет пределом 


ИтЕ( -- 0), а предел последнего интеграла есть нуль, Следовательно, воз- 
можно найти такое положительное число й, чтобы было 


Г- Уже 0)|ь, 


когда у<Й, а потому / имеет пределом ИтЕ(- 0). Точно так же 
можно убедиться, что когда а равно нулю, а 6<_0, пределом Г будет 


—Итр(— 0). 


Третий случай. Пусть а и 6 имеют разные знаки, например 
а< 0, 6>0. Имеем: 


Еш) СЕш 
‚| _е и | —-е ‘ди: 
ИУ У 

о 0 
интегралы правой части имеют пределами соответственно ИтЕ(-- 0), 
—ИтчА( — 0). Следовательно, предел / равен 


Ив [АОН Е(— 0]. 


В частности, если функция Р(и) непрерывна при и==0, то предел / 
равен 2ИмЕ(0). 

Установив это, будем искать предел интеграла (11), когда точка 
{х, у), расположенная над АВ, приближается к некоторой точке с 
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координатами (х,, Й) этого отрезка (а< ху 6)}. Сначала предпо- 
ложим, что точка (х, у) перемещается по параллели к Оу. Необходимо 
найти предел интеграла 


| . : В - ж 
ы № — м ` и? 
(0. е ЧУ-П4Е== (и) е \%-\аи, 
Уу—1 ) Иу—й 
а @ — № 


когда у— й стремится к нулю. В интеграле предел а — х, отрицателен, 
другой предел 6 — х, положителен; если $ (&) непрерывна в точке х., 


то предел, как мы видели, равен 2Ипо (х.). На границах отрезка 
в точках А и В пределом будет Уто (а) или Утф(6). 
Предположим теперь, что точка (х, у) стремится любым способом 
к внутренней точке (х,,й) отрезка АВ. Интеграл, предел которого 
мы ищем, можно написать в виде: 
в-х в—х 
| 1? (* 
в (хи) 


ни е (7—1) Пиц-= 
| Уу—* \ 


а—х а-—х 


1? 
$ (5) ув | 
9) о ци 


У у—1 


| \ и) — 9050) ви 


а—х 


первый интеграл правой части может быть представлен в виде: 


(13) 


и имеет пределом 2Упо (хо), когда х стремится к числу хо, зажлю- 
ченному между а вв, и у стремится к Й. 

Что касается второго интеграла, то легко доказать, что он стре- 
мится к нулю, если разложить его на сумму интегралов 


—Е 


з вх 
| + | |, 
а-х —Е Е 

где = — весьма малое положительное число. Пусть 1 верхняя граница 
выражения [© (х-- и) — © (%)|, когда х изменяется от х,— = ло Ж-Ё в, 
а и от —е до --5; абсолютная величина второго интеграла 
меньше, чем 21 Ут и, следовательно, может быть сделана меньше вся- 
кого заданного положительного числа, если взять достаточно малым. 
Если в выбрано таким образом, то можно показать, как это сделано 
выше, что первый и третий интегралы стремятся к нулю, когда у—Ё 
стремится к нулю, а х стремится к Хо- 
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Следует заметить, что это доказагельство неприменимо, когда точка 
(х, у) стремится к одной из границ отрезка АВ, ибо интеграл (13) не- 
определен, когда х стремится к а; а у кй. Предел этого интеграла 
зависит от того, каким спзсобом точка (х, у) приближается к точке А 
(см. упражнение 2). 

Итак, значение определенного интеграла 


Г = 
1 ‹ Е “8% ыы 
и(х, у) = | 9. е 49-14 (14) 


2 п.) Иу—# 
= 

стремится к 9 (х5), когда точка (х, у} приближается каким-нибудь спо- 
собом к внутренней точке (х., й) отрезка АВ характеристики, оставаясь 
над этим отрезком. 

Интеграл (14) сохраняет смысл, когда один из пределов обращается 
в бескочечность, если функция $ (&) удовлетворяет определенным усло- 
виям. Если существует такое положительное число А, что произведение 


ею 


ограничено для всех значений & от а до - сю, то определенный 
интеграл 


1 \ 0 е 40-14 (15) 
2 п 


имсет смысл, когда точка (х, у} остается в любой ограниченной обла- 
сти О, расположенной между двумя характеристиками 


1—Н 
у=й- в, 5= Нк, 


где Н — положительное число, меньшее единицы. 
В самом деле, любой элемент этого интеграла по абсолютной вели- 
чине меньше, чем соответствующий элемент интеграла 


м а 
—= ие 4(у— 1) ^ (16) 
2и п р у — `, 


где М есть верхняя граница выражения | (&}е`^?!. Но вспомогательный 
интеграл (16) равномерно сходится в области 0); следовательно, то же 
самое справедливо и для интеграла (15), который, таким образом, пред- 
ставляст решение уравнения (1', правильное ниже прямол 


1— Я 
у-=- Я — 4 -, 


за исключением части прямой у =й, от точки (а, #) до бесконечности 
в положительном паправлении. Эта функция равна нулю вод этой 
характеристикой и на части прямой влево от точки (а, Й). Над этой 
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характеристикой она голоморфна по х и у (1, $ 353}. Когда точка 
(х, у) стремится к точке с координатами (Ху, #), где хо га, то пре- 
дел интеграла (15) равен ® (хо}, так как можно разбить этот интеграл 
на два: один от @ до некоторого числа 2`> ху, другой от о до -Р ©®. 
Первый, как мы видели, имеет пределом $ (Хо), тогда как второй стре- 


мится к нулю. Сохраняя те же предположения относительно функции 
Ф (&), очзвидно, можно распространить полученные результаты на инте- 


.—.® 


грал а следовательно, и на интеграл * 
1 ы _ &-8 
и (х, у) =-— = | о-в, (17) 
2 п.) Уу-№ 
‘со 


гле $(2) такая непрерывная функция, что произведение $ (&)е-К® 
остается ограниченным; определенный интеграл (17) представляет реше- 
ние уравнения (1), голоморфное в полосе, ограниченной характери- 
стиками 


1 
У=А, = ак 


и стремящееся к $(х,), когда точка (х, у) этой полосы стремится к 
точке (х,,Йй) характеристики; действительно, число можно предполо- 
жить сколь угодно малым. 

Если произведение о (#)е-К°” ограничено, какова бы ни была поло- 
жительная постоянная А, то функция и (х, у) голоморфна во всей обла- 
сти; расположенной над характеристикой у=р. В частности это имеет 
место, если зама функция $ (1) ограничена. Можно распространить эти 
свойств? и на случай, когда © (&) допускает разрывы первого рода, но 
в точке разрыва х, функция и (х, у} не стремится непременно к 


Ф (хо) оО еее, 


когда точка (х, у) стремится к точке (ху, #); она всегда стремится к 
этому пределу, когда точка (х, у) приближается к точке разрыва, пе- 
ремещаясь по параллели к Оу. 

Формула (17) дает общее решение одной задачи теории теплопро- 
водности, частный случай которой мы уже разбирали (5 487). Пусть дан 
однородный стержень весьма малого поперечного сечения, неограниченно 
простирающийся в обе стороны, и пусть для момента Й известна тем- 
пература $(х) сечения с абсциссой х; требуется найти температуру 
произвольного сечения в какой-нибудь последующий момент. Если че- 
рез у обозначим время, то искомая температура есть функция и(х, у) 
переменных х и у, когорая при надлежащем выборе единиц удовлетво- 
ряет уравнению (1); эта функция должна быть правильной во всей части 
плоскости (х, у), расположенной над прямой у=й, и обращаться в 


* Таким же способом можно строго доказать, что формула (23) $ 436 (стр. 95 
представляет искомый интеграл, когда функция }(х, у, 2) остается ограниченной 
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% (х) при у=й. Из физического значения функции $ (х) очевидно, что 
она ограничена, и следовательно, функция и (х, У), представленная фор- 
мулой (17), удовлетворяет всем поставленным условиям. Далее ($ 545) 
мы увидим, что эта функция — единственная. Это позволяет обобщить 
примечание, сделанное выше ($ 487) для частного случая, когда функ- 
ция ® периодическая; функция в (х, у), выражающая температуру се- 
чения с абсциссой х в некоторый момент у,, следующий за моментом й, 
есть целая функция от х, которая не может быть взята произвольно. 

Примечание. Пользуясь известными предположениями относительно 
функции Р(х), мы вывели выше (стр. 49) формулу, представляющую интеграл 


уравнения (1), обращающийся в Р(х) при у— и. Пуассон показал, что эта фор- 
мула и формула (17) могут быть получены одна из другой. Для простоты поло- 


жим А—=0; приняв _ 
Е=х-Н2У У 


+ © 
и (х, У—-Ь. [+е275 е`® аё. 


УЕ 


получим формулу (17} в виде: 


— с 
Замепим 
$(* +2 59 
се разложением в ряд по степеням 2 И 5 общий член интеграла выразится так: 
п 
> + с® 
2 
у 9 | тей, 
шут „ 


Если и нечетно, то этот член равен нулю; если считать п четиым, то. 
можно заменить его через 2п. Принимая во внимание формулу, полученную 


по (27) (х 
ранее (1, $ 115), видим, что этот член обращается в и 09, и мы приходим 


к формуле стр. 49, где следует вместо Р поставить $, а вместо уу — нуль. 

Несмотря на большой интерес этого преобразования, доказательство, оче- 
видно, лишено строгости. Впрочем, обе формулы далеко не эквивалентны. Пер- 
вая предполагает, что Р(х) есть целая функция известного вида, и дает значе- 
ние и по одну и по другую сторону характеристики у= ур. Наоборэт, формула 
(17) никоим образом не предполагает, что функция $ (х) аналитическая, но она 
применима только над прямой у==Й. 


544. Интегралы, аналогичные потенциалу. Примем теперь за путь 
интегрирования дугу АВ, представленную уравнением 


х= (У, 


причем функция 9(у) непрерывна в интервале (а, 8), ге а<Р. Если 
функция © (у) непрерывна в этом же интервале, то, как мы видели, 
определенный интеграл 


> | (1) —_ Ме: — ус. 
ф (х, У) — | ее 4(у—) 1 (18) 
Иу—в 
а 
представляет решение уравнения (1), правильное вместе со своими част- 
ными производными произвольного порядка во всякой области на плос- 


255 ГЛАВА ХХХ. УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ $ 544 


кости, не имеющей общих точек с дугой АВ. Эта функция остается 
непрерывной, когла точка (х, у) попадает на дугу АВ, ибо интеграл (18) 
остается равномерно сходящимся в окрестности любой точки этой дуги 
($ 504). 

В самом деле, этот ннтеграл, взятый вдоль бесконечно малой ду- 
ги СО, сам бесконечно мал, каково бы ни было положение близкой 
к этой дуге точки (х, у): обозначая через Н верхний предел функции 
|9 (1)|, очевидно, получим для верхней границы абсолютной величины 
интеграла вдоль этой дуги выраконие вида 


которое являетс» бесконсчно малым вместе с разностью у— а. Несколько 
ф 

ниже мы увилим, что „> претерпевает разрыв, когла точка (х, у} пере- 
х 


ходит через дугу АВ. 
Характеристики у=а, у =-8, проходящие через низшую и высшую 
точки дуги АВ, разбивают плоскость на несколько областей. Ниже пря- 
мой А'А и на самой этой прямой (черт. 92) 
8 8 имеем Ф (х, у) =0; выше прямой В'В функ- 
ция Ф(х, у) есть голоморфная аналитическая 
функция двух переменных х и у (5542). 
р м Остается исследовать природу этой функции 
внутри полосы, заключенной между этими 
4? д двумя характеристиками, ваправо и налево 
от дуги АВ. Предположим, что точка (х, у) 
Черт. 93. перемещается по отрезку прямой А'В', парал- 
лельной оси Оу, заключенному между этими 
двумя характеристиками и не имеющему ни одной общей точки* 
с дугой АВ. Пусть хь — абсцисса точки А!; Ф (х,у) есть непрерывная 
функция от у, имеющая непрерывные частные производные в интер- 
вале (а, 2), но, воосще говоря, эта функция не яваяется аналитич`ской 
функцией от у, еспи $(1) — произвольная непрерывная функция. 
В самом деле, значение этой функции в точке Р отрезка А'Б' зависит 
только от значений $ (1) влоль дуги АМ. Следовательно, если заменить 
Ф(1) другой непрерывной функцией 9. (1), совпадающей с $ (1) влоль 
дуги АМ, но отличающейся от нее вдоль дуги МВ, то новый иптеграл 
Ф, (№, У) совпадает с Ф(х,, у) вдоль отрезка А'Р, но будет отличен 
от Ф(х,, У) вдоль отрезка РВ’. Так как Р — произвольная точка отрез- 
ка А'В', то отсюда следует, что Ф(х,, у) не может быть голоморфной 


= Это предположение не уменьшает общности. Пусть, в самом деле, А.В, — 
отрезок параллели к оси Оу, заключенный межлу характеристиками 


у=а у—:8 (а<а<в<ь 


и не имеющий ни одной общей точки с дугой АВ. Интеграл (18), взятый вдоль 
АВ, разбивается ва три части: интеграл от а до а, представляющий голоморфную 
функцию от у вдоль А,В,, интеграл от В до 6, равный нулю для всякой точки 
этого отрезка, и наконец, интеграл от а до В, рассмотренный в тексте. 
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функцией у ни вдоль А'В', ни даже вдоль какой-нибудь части А’В’, если 
Ф (1} является произвольной непрерывной функцией. Между тем, произ- 
водные этой функции Ф (ху, у) удовлетворяют опрелеленным неравенствам, 
аналогичным тем, которые характеризуют аналитические функции * 
(1, $ 197; П, $343, примечания). 

Прежяе всего покажем, что если залать опрелеленное значение у, 
заключенное между а и 6, то функция Ф(х, у) будет голоморфной 
функцией комплексного переменного х==лж’--1х” в окрестности зна- 
чения Х—х,. Имеем: 


и О Е О 2 — (1); 


пусть 20 есть минимум выражения |7(1) — Х.|. когда 1 изменяется от а 
до 6. Если 1х! — о < 9, |х"! <. 0, то действительная часть выражения 
[х— (1)? положительна, и следовательно, модуль показателя степени 
в интеграле (18) меньше единицы. Итак, модуль любого элемента этого 
интеграла меньше соответствующего элемента интеграла 


тде Н — верхний предел выражения |9 (1)|. Отсюда следует, что если 
давать х такие комплексные значения, что |х — хо! не превзойдет чнс- 
ла 2, то интеграл (18) будет равномерно схолиться и, следовательно, 
будет прелставлять голоморфную функцию от х в этой области, Мо- 


дуль этой функции меньшие, чем 2НИу—а, и, следоватсльно, мень- 
ше 2НУв — а. В результате, если задать некоторое значение у между 
а иф, то Ф(х, у) будет голоморфной функцией от х внутри круга ра- 
диуса р, описанного из ху. как центра, молуль которой остается мень- 
ше положительного числа М, когда |х— х,|=02, причем оба числа 
М # о не зависят от заданного значения у. 

Итак, в произвольной точке А’В’ с координатами (м5, у) имеем 


Галс ! 
д р, мт. (19) 


де" | о 


но на основании уравнения (1) и уравнений, получаемых из него путем 
последовательного диференцирования, любой интеграл этого уразнения 
уловлетворяет также соотношению 

д”и ди 


ду ддт” 
Следовательно, положив для сокращения 


Ку) =Ф(% , у) 


и Р=0?, получим, что функция /(у} удовлетворяет следующим условиям: 


* Е Но! шотеп, Сотрёе; ЮБепаиз, 30, ХИ, 1907 и 9,1, 1908; Агёю рог 
Маетл НЕ, & М, $ 14, 18. 


17 Э. Г; рса, т. ПМ, я. 1 
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1. Она непрерывна вместе со всеми своими частными производными 
в интервале (а. 0). 

2. В любой точке этого интервала последовательные производные 
удовлетворяют неравенствам: 


М (2п)! 
ИСИ, (19) 


гле М и г— два положительные числа, не зависящие от у. 

Для краткости будем говорить, что функция /(у), удовлетворяющая 
этим условиям, принадлежит к классу 2 внутри интервала (а, 6); при 
этом класс 1 образуют голоморфные функции. Ясно, что последние 
охватываются функциями класса 2. Легко видеть, что сумма произволь- 
ного числа функций класса 2, есть также функция этого класса; в част- 
ности, сумма функции класса 2 и голоморфной функции есть функ- 
ция того же вида. 

Производная по х от интеграла (18) имеет вид: 


1 
— о ф (х, у), 


где положено: 


г. хх) 
Т (х, у) — | Ф (1) хи) е _ т | 
а (у)? 
а -=—2 | 900; | 
9х ] 


Функция 4 (х, у) также является интегралом уравнения (1), правиль- 
ным во всей полосе между прямыми у==а, у=ё за исключением то- 
чек дуги интегрирования Г. Можно распространить это определение на 
всю плоскость, условившись, что $ (1) =0 при п_>6. Эта функция 
также представляет аналитическую функцию от х, если дать у постоян- 
ное значение; из способа получения этой функции из функции Ф (х, у) 
видно, что она удовлетворяет неравеиствам такого же вида, как нера- 
венства (19), во всякой точке отрезка А'В', и следовательно, эта функ- 
ция является функцией от у класса 2 вдоль этого отрезка. 


Интеграл {20) аналогичен потенциалу двойного слоя * и представляет вдоль 
дуги Г разрыв, исследование которого было проведено Хольмгреном. Мы будем 
предполагать, что функция ух(у) допускает внутри интервала (а, 6) непрерывную 
производную у’ (у). 

Следуя тем же путем, как в 6 505, исследуем сначала простой случай, 
когда $ (п) =1. Интеграл 


р _и-уб 
Е(х, = 1, 4(у—т) Чл, (21) 


а (у)? 
* Так как направления характеристик обоих семейств совпадают, то характе- 


ристика, проведенная из какой-иибудь точки дуги Г, может рассматриваться как 
сопряженная с касательной по отношению к совокупности этих двух иаправлений. 
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не имеет простого геометрического значения, позволяющего непосредственно 
усмотреть разрывиость, как это было в случае интеграла Гаусса; таким образом 
необходнмо прямое исследование. Интеграл (21) сохраняет смысл, когда точка 
М (х, у) совпадает с точкой Р с координатами (Х, У) дуги Г: 

н хх 


Хх. А-Я 
Ху е 4 (У— т) ат, (22) 


но Рих, у) стремится к различным пределам, когда точка (х, у} стремится к точ- 
ке (Х, У, в зависимости от того, находится ли точка (х, у) вираво или влево от 
луги Г. Чтобы доказать это, рассмотрим вспомогательный интеграл 
р УВ 
И 40 -ь 
Е! (х, У) == А е 10-1 а, (23) 


непрерывный на дуге Г, ибо он имеет такой же вид, как интегралы, рассмотрен- 
ные в начале этого параграфа. Как показывает элементарное вычисление, имеем: 
В 


Аа [ва (24) 
где 
и— х— (т) , 
2Иу—т 


а пределы а и 8 определяются в зависимости от положения точки (х, у). 
Предположим сначала, что эта точка находится вправо от дуги Г, или 


Хх 1 (а 


2 ИУ —а 


Если бы точка (х, У) была влево от дуги Г. то предел В был бы равеи — со. 
Итак, если точка (х, у) не находится на дуге Г, то имеем: 


х> у)’; когда п изменяется от а до у, И изменяется от до -- 00. 


== 


со 

кыУеРе я-а | са, 
хуй 
27у--а 


когда точка (х, у) стремится к точке (Х, У), это соотношение принимает вид: 
+ < 


Им Е (5, УЕ, (6 У) 4 е— "ци, (25 


Хх - 1 (4 
3Иу—а 


знак плзос соответствует случаю, когда точка (х, у) находится вправо от дуги Г, 
а знак мипус — противоположному случаю. 
Хх - у!а 
Если имеем х-=Х, у-=У, то пределы для и суть да) и иуль; фор- 


2И7—а 


мула (24\ дает; 


о 
ЕХУНЕ,(Х,У) =4 | е— "ди. (26 
Хх и я (а) 
27у-—а 


17 
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Вычитая почлепно равенство (26) из (25) и замечая, чло Рух, у) непрерывна в 
точке (Х, У), получаем: 
=о 


Шт Ру == СХ, У) +4 | е И аи-=Е(Х, УИ &, (27) 


=е. 


В этой формуле следует брать знак плюс или мипус в зависимости от того, на- 
ходится ли точка их, у} справа или слева от дуги Г. 

Рассмотрим теперь произвольный интеграл вида (20), который можно напи- 
‹ать в форме: 


. осы \ 
(ку = О Те 40-9 
а (ут? | 20’) 
г ху ЕР 
ей [ =. 457—9 ал. | 
@ (ут? ) 


Если функиня $ (у) удовлетворяет условию Липшица в интервале ца, 8, тс 
абсолютная величина любого элемейта первого иитеграла меньше соответствую- 
цего элемента иптеграла 


У 

г Ня 
а ут 
уз 


Следовательно, этот интеграл равиомерио сходится в окрестности любой точки 
(Х, У) дуги Г и представляет вблизи Г иепрерывпую функцию. Разрывность 
Ч (х, у} в случае, когла точка (х, у\ стремится к точке ‹Х, У), выводится пепо- 
средственно из разрывпости второго интеграла, который мы только что исследо- 
вали, н таким образом получаем общую формулу в окончательном виде: 
ы х @ [хх 
; — ум - пу 
Пар и 2 =$%(7) тете 10-9 ав 123) 
ы (Ут? 
знак в правой части следует брать, как указано выше. 
В частиом случае, когла дуга Г представляет отрезок прямой х = ж, инте- 
грал, стоящий в правой части, тождественно равен нулю. Отсюда заключаем, что, 
когда точках, у} стремится к точке (ху, Г) этой прямой, предел интеграла 


й их 
ит = = (, де 10-м 
Ута и-т? 


равен = (Т). 


545. Распространение формулы Грина... Приложения. Рассмотрим две 
произвольные функции $ (х, у), Ф(х, у} переменных х, у, допускающие 
производные до второго порядка. Давая &() и @(_) то же значение, 
что выше ($ 540), имеем тождественно 


с [199] а 
Ох [9 — зу (9%). (29) 
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сл 


$: 


Если функции фи ф вместе с своими частными производными, 
входящими в предыдущую формулу, непрерывны внутри замкнутой обла- 
сти О, ограниченной контуром С, то из этой формулы (29) получим 
следующее соотношение, эквивалентное формуле Грина ($ 506): 


о о? 


№ 5 (2) —9 © (4х ы— |+ де (ое) 4, (30) 
Ь [9 


причем криволинейный интеграл взят в положительном направлении. 
Отсюда легко вывести ряд следствий, вполне подобных тем, которые 
были получены для уравнения Лапласа. Заменяя ф единицей и @ инте- 
гралом и уравнения (1), правильным в области О, получим новое со- 
отношение 


$! 
еек у (31) 
С 


которое, очевидно, эквивалентно самому уравнению (1) в силу первой 
Формулы Грина. Точно так же, заменяя ф единицей, а $ квалратом и? 
интеграла, правильного внутри О, получим: 


[и 2 9н 
:|\ ) 1х = | " у - хо 
| эх ах ау , м ах--3и эе “5 (32) 
с 


Из этой формулы, аналогичной формуле (125) $ 506, можно вы- 
вести важное следствие. Пусть и (х, у} есть интеграл, правильный внутри 
некоторого контура АВЕЕ, подобного 
изображенному на черт. 98, образован- 
ного из двух отрезков характеристик АВ 
и ЕЁ и двух дуг АЕ, ВЕ, кажлая из 
которых может пересекаться с характс- 
ристикой только в одной точке; отре- р 0 
зок ЕЁ расположен над отрезком АВ, и 
один из этих отрезков или даже оба и: г: 
могут обращаться в точку. Есаи этот 
интеграл равен нулю вдоль двух дуг АЕ Черт. 93. 

п ВЕ и вдоль отрезка АВ, то он равен 
нулю в0 всей этой области. 

Пусть в самом деле М — какая-нибудь точка этой области, РО —- 
отрезок характеристики, проходящей через М, заключенный межлу ду- 
гами АБ и ВЕ. Соотношение (32) в примененин к области 0, огра- 
ниченной контуром АВОРА, дает: 


и \? 5 
2 |\ (5) 4х ау —— | и? 4х = 0, 
Би 7*) 


так как и согласно предположению равен нулю вдоль РАВО. Так как 
все элементы этих двух интегралов положительны или равны нулю, то 


Е я 
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необходимо, чтобы было и=0 вдоль всего отрезка Р@, и следова- 
тельно, и равен нулю во всей области О, ибо точка М — произвольная 
точка этой области. Отсюда заключаем, что не может быть двух инте- 
гралов, правильных внутри области О и принимающих заданные зна- 
чения влоль АВ, АЕ и ВР. Задача определения этого интеграла ана- 
логична залаче Дирихле для уравнения Лапласа. Предыдущее рассужде- 
ние доказывает, что задача не допускает более одного решения, но не 
доказывает существования этого решения. 

Для того чтобы получить соотношение, аналогичное основной фор- 
муле (13) 5 507, достаточно применить тот же_ метод, заменив функ- 
цию 1о2г фундаментальным решением (\(х, у; &, 1). Пусть М — точка 
с коорлинатами (х,, >») в указанной выше области, м! — соседняя 
точка той же обласли с координатами ху, Уз -|- Й, где Я есть положитель- 
ное число. Применим общую формулу (30), заменяя буквы х и у .со- 
ответственно буквами &, 1, беря в качестве функции ® интеграл и ($, 1) 
уравнения (1), правильный внутри области О, а в качестве функции Ф 


функцию 
И =О0 (№ ; У-- й; в, 1), 


представляющую решение сопряженного уравнения, правильное в той 
же области. Эта формула дает соотношение 


эч э0% 


роб ВЯ (ии) то, 


где через С обозначен контур АВОРА; это соотношение можно пере- 
иисать еще так: 


(9—2 4 
В" 1: 
и(&, узде м о в 
| Ус) Ив 
РФ 
9 18] 
= 1)0 (2%, -ЕЙ; В, 1) 43 +(и 6’: — 8) 41. (33) 
РАВО у 


Выше мы видели ($5 543), что левая часть этого равенства имеет 


пределом 2Ити (5%, У), когда положительное число й стремится к ну- 
лю, ибо значение х, заключено между абсциссами точек Р и ©. Пре- 
дел правой части получается сразу, так как 


И (0, и; т) и 


представляют непрерывные функции от Й вдоль контура РАВО. Итак, 
опуская индексы при буквах х,, уу, получим соотношение 


1 |. > ы 9 [9 
и (х, и |" ТО (х, у; $, и (и =— ие `) 4, (34) 


РАВО 


аналогичное соотношеиию (13) $ 507, Заменяя функцию ( ее выраже- 
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нием, можем написать это соотношение еше в виде: 
8 
1 е Ч(у-м . ‚ди . х— 1 
и(х,у)= = ——— [лу рати (5,1) ат №. (35 
2и Иу—№ И - р И (у— 1) й { } 


Формула (35) не дает решения граничной задачи, о которой только 

что шла речь, ибо правая часть может быть вычислена, только если 
ди 

известны значения —= вдоль дуг АЕ и ВЕ. Однако можно исключить 


= 
> 


значения — на всякой части контура, состоящей из отрезка прямой 
(см. упражнение 3), 

Формула Пуассона $ 5483 получается, как предельный случай из об- 
щей формулы (35). Положим, что в части полосы, ограниченной двумя 
характеристиками с ординатами й и #--65, проходящими через А и Б, 
расположенной вправо от дуги АЕ, интеграл и(х, у) правилен, и что, 
кроме того, существует такое положительное число К, что произведе- 
ния 


. ди . 
, еб Кл, — е-^* 
и(х, у) хх 


остаются ограниченными в этой области. Мы будем исследовать, что 
лает формула (35), если принять за ВР отрезок прямой х =^Ю, где 
Ю есть положительное число, которое мы будем неограниченно увеличи- 
вать. Часть криволинейного интеграла, получаемая при интегрировании 
по дуге ВО, равна 


(х — Ю)} 
1 е 10-9 ”: х—Ю 
— | и, п) | ай. 36 
БЕ | Иу—1 |( к я) и о 
й 


Мы докажем, что этот интеграл стремится к нулю, когда ® неогра- 
ниченно возрастает, если К и 6 удовлетворяют некоторому условию. 
Возьмем первую часть; согласно предположению произведение 


ы) _ КЕ 
ЗЕ 


* Всякий интеграл уравнения % (1) = }(х, у), правильный внутри области Г, 
удовлетворяет соотношению, которое отличается от соотношения (35) только при- 
бавлением к правой части члена 


а 
—й _ а: 4 

Деле 9-9 
УЕ у Иу=" 
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ограничено, и следовательно, абсолютная величина этого интеграла 
меньше, чем 


у _ м - А 
м вет 40 
=е`—*® = а, 
2?ут ) ГУ—1 


где М — определенное число, а &— произвольное положительное число. 
Так как сомножнтель е^ *№ стремится к нулю, когда Ю неограниченно 
возрастает, то достаточно показать, что абсолютная величина интеграла 


У АКИ 0 и Ая 


е 4—1) 


7 41 (37) 
Уу—1 

сохраняет конечное значение. Но числитель показателя стенени меньше, 

чем 4(К- =)692— (х— Ю)?, и этот числитель будет отрицательным 

для весьма больших значений Ю, если коэфициент при А?, т. е. 

4(К-+ :)8— 1 отрицателен; тогда абсолютная величина интеграла (37} 

меньше, чем интеграл 


|“ 
] 


ИРУ-т 
Я 


‚ 


имеющий конечное значение. Таким образом первая часть интеграла 
(36) стремится к нулю при неограниченном гозрастании АЮ, если 8 


1 
меньше, чем ——___; а Так как = — произвол: ное положительное чи- 


4(К+ =’ 

сло, то это условие будет выполнено, если числа Ки 2 удовлетворяют 
соотношению 4 48 «< 1. Таким же образом можно показать, что вторая 
часть интеграла (36) также стремится к нулю, когла ® неограниченно 
возрастает, и в формуле (35) следует заменить контур интеграции РАВО 
отрезком РА и отрезком характеристики, простирающимся вправо от 
точки А до бесконечности. 

Если интеграл и(х, у} правильный во всей полосе, ограниченной 
двумя характеристиками у==й, у=й 8, и если в этой полосе про- 


. 9 | 
изведения ие Ам, 5х °. Кл? остаются ограниченными, призем оба поло- 


жительных числа Ки 6 удовлетворяют соотношению 4 Аб 1, то можно 
также принять за кривую АЕ отрезок прямой х= — Ю, где ® по- 
ложительное число, которое мы будем неограниченно увеличивать. 
Точно так же можно убедиться и в том, что часть криволинейного ин- 
теграла (35), получающаяся от интегрирования по РА, стремится к нулю 
и формула (35) в пределе примет вид: 


+99 ыы 
1 е 6 , 
и (х, у) = = —- 4 (2) 9 38] 
(х, у) вх | утех 90% (38) 


$ 545— 546 УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 265 


где +(х) есть значение интеграла и(х,й) втоль характеристики }==й 
мы вновь приходим к формуле (17) Пуассона {$ 543). Если прсизв - 


к 3 ка 
дения и(х, уе“, 5х е-Кх остаются ограниченными в части плос- 
х 


кости, расположенной над характеристикой у==й, как бы мало ни было 
положительное число А, то число 6 может быть взято сколь угодно 
болывим, и следовательно, формула (38) применима во всей этой ча- 
сти плоскости. 

546. Свойства ингегралов. Формула (35) позволяет доказа ь неко- 
торые важные свойства интегралов уравнения (1). Пусть и (х,`) -ин- 
теграл, правильный в области 0. Возьмем внутри О частичную область, 
ограниченную так же, как в предыдущем параграфе, например, прямо- 
угольник Ю, ограниченный лвумя отрезками характеристик АВ, БЕ и 
двумя прямыми АЕ, ВЕ, паралтельными оси Оу. Применяя формулу 
(35) к какой-нибудь точке М этого прямоугольника с координатами х, у, 
выразим функцию н(х.у) суммой криволинейных интегралов, взятых 
соответственно вдоль АВ, АР, ВО. Интеграл, взятый вдоль АВ, есть 
аналнтическая функция двух переменных х, у внутри прямоуголен ка ® 
{5 543); каждый из интегралов, взятых вдоль отрезков АР, ВО, пред- 
ставляет сумму функции Ф(х, у) и функции ЧФ (х, у) (8 544). Слелова- 
тельно, интеграл и (х, у} обладает виутри прямоугольника Ю теми же 
свойствами, как и сами эти фупкции: все его частные производные пра- 
вильны внутри этого прямоугольника; если дать у постоянное значение у, 
то и(х. Уз) представляет голоморфную функцию от х, между тем как если 
дать х постоянное значение ху, то и (х,, у) представляет функцию оту 
класса 2. . 

Так как всякий отрезок прямой, параллельной одной из осей, и рас- 
положенный целиком в области О, может быть заключен внутрь такого 
прямоугольника, как только что рассмотренный, который в сваю ‹ че- 
редь заключен внутри 0, 10 можно формулировать слелующие прел- 
ложения: Если интеграл и(х,у) является правильным внутри неко- 
торой области 0), то 1) все его частные произвогные также пра- 
вильны в этой области; 2) вдоль отре-ка характеристики. располо- 
женного внутри области О, интеграл и(х,у) представляет 2го.го- 
морфную функцию от х; 3) вдоль отрезка прямой, параллельной 
оси Оу, расположенного внутри области О, интеграл и(х, у) пред- 
ставляет функцию от у класса 3. | 

Этими свойствами обладают также частные производные от # (х, у), 
так как они сами представляют интегралы уравнения (1). В частности 


ви 
5х есть функция от у класса 2 вдоль всякого отрезка, параллельного 
х 


оси Оу, расположенного внутри той области, где функция и(х, у} пра- 
вильна. Обратно, если даны две функции ® (у), ® (у), класса_2 в интер- 
вале (а, 6),то существует интеграл, удовлетворяющий условиям Коши 
при Х ==: зи 
и (хо, У) = (У), | = (5), 
3%] 


и правильный внутри прямоугольника, ограниченного прямыми у=а, 
уф, х== хо-Е г, где г— соответствующим образом выбранное поло- 
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жительное число. Действительно, частные производные функций ® (у), ® (р) 
по предположению удовлетворяют неравенствам 


МОИ ‚ _М(2и)! 
тЫ, п (39) 


для всех значений у в интервале (а, 5); М и р суть два положительных 
числа, которые, очевидно, можно взять одинаковыми для обеих функ- 
ций. Ряд (6), рассмотренный в $5 541, так же как и ряды, полученные 
из него двукратным диференцированием по Х или однократным дифе- 
ренцированием по у, на основании соотношений (39) сходятся равно- 
мерно, каково бы ни было значение у в интервале (а, 2), если имеем 


1 
(— жж) 0? . Следовательно, сумма этого ряда представляет интеграл 
уравнения (1), удовлетворяющий условиям Коши. Притом это—един- 
ственный интеграл, удовлетворяющий этим условиям и правильный 
внутри области 0), заключающей рассматриваемый отрезок прямой. Дей- 
ствительно, если бы существовали два такие интеграла, то их раз- 
ность представляла бы интеграл, правильный внутри области 0 и обра- 
щающийся в нуль вместе со своей частной производной по х вдоль 
всего этого отрезка прямой. Таким образом все частные производные 
этого интеграла были бы равны нулю вдоль этого же отрезка, а так 
как этот интеграл представляет аналитическую функцию от ох, то отсюда 
следует, что он тождественно равен нулю *. 

Указанные выше свойства обобщаются, если рассматривать вместо отрезка 
прямой, параллельного оси Оу, дугу кривой АВ, выражаемую уравнением 
х = (5), где у (У) — голоморфная функция от у в интервале (а, 5). Если имеем ин- 
теграл и (х, у), правильный в области ДО, заключающий внутри себя дугу АВ, то 
функция а [у (5), У], в которую обращается интеграл вдоль этой дуги, принадлежит 
к классу 2. Обратио, если даны две функции $(у) и $(У), принадлежащие к 
классу 2 в интервале (а, 6), то существует один и только одии интеграл уравне- 
ния (1), правильный в области, заключающей дугу АВ и ограниченной прямыми 
у-а, у=ф и двумя кривыми х-—=у(у) — г (где гесть положительное число), удо- 
влетворяющий условиям Коши вдоль дуги АВ: 


и (х, У) = (5, г —=$(у) при х==1(у). (40) 


Для доказательства отсылаем к работам Хольмгрена. Теорема Шварца об ана- 
литическом продолжении гармонической функции также была распространена 
Хольмгреном на интегралы уравнения (1). Пусть и (х, у) — интеграл, правильный 
в области Ш; говорят, что его можно продолжить в область Ш’, смежную © пер- 
вой, если существует интеграл ((х, у), правильный в области Р-+ О’ и совпа- 
дающий с и(х, у) в области [2. Если область О ограничена частично дугою АВ, 
пересекающеюся с характеристиками только в одной точке, то продолжение и (х, у) 
за эту дугу АВ возможио только единственным способом, так как влоль харак- 
теристики и (х, у) есть голоморфная функция от х. Выше уже было отмечено, что 
иначе обстоит дело при продолженин за стрезок характеристики ($ 544). Уста- 


* (сли функции $ (у) и $ (У) удовлетворяют для всякого значения у внутри 
интервала (476) неравеиствам 
‚ _ МЕ -а МГ [п (Е а) 
Иа, у < ТИ, (39°) 
р" рп 
где а положительное число, меньшее единицы, то формула (6) представляет ин- 
теграл, удовлетворяющий условиям Коши и правильный в полосе, заключенной 
между характеристиками у=а, у=2. 
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новив это, положим, что дуга АВ выражается уравнением х = (у), гле у (5) —- 
функция, голоморфная для всякого значения у, заключенного междуаи р, и, 
что и (х, у} есть интеграл, правильный по одну сторону от этой дуги, например 
вправо, и принимающий на дуге АВ заданную послеловательность значений (у). 
Для того чтобы этот интеграл и(х, у) мог быть продолжен влево за дугу АВ, 
необходимо и достаточно, чтобы в любом интервале (я,8), заключенном 
анутри интервала (а, 5), функция }(у) принадлежала классу 2*. 

547. Граничные задачи. Пусть 2) — область, ограниченная так же, 
как в $ 545, двумя отрезками характеристик АВ и ЕЁ с ординатами № 
и 1 ((>1) и двумя дугами кривых АБ и ВР, заключенными между 
этими характеристиками и выражаемыми соответственно уравнениями 
Х ==. (5), х==5. (у); функции Хх» 75. 7, у. предполагаются непрерыв- 
ными в интервале (й, /), и $, >у.. Поставим себе целью доказать, 
что существует один и только один интеграл, правильный в области О 
и обращающийся на каждой из луг АБ, ВЕ в заданную непрерывную 
функцию Л (у) или № (у), а на отрезке АВ —в другую непрерывную 
функцию &(х), значение которой совпадает с первыми в точках Аи В. 
Без уменьшения общности можно положить & (х} == 0; действительно, мы 
видели ($ 543), как можно построить бесчисленным множеством способов 
интеграл, правильный над отрезком АВ и принимающий заданные зна- 
чения на АВ. Пусть будет и. (х, у) один из этих интегралов: полагая 
и—и ==2, мы видим, что новая функция 2(х,У) должна обращаться в 
нуль вдоль отрезка АВ и в заданные непрерывные функции от у вдоль дуг 
АБ и ВЕ. Таким образом мы будем предполагать, что такое преобра- 
зование проведено с самого начала, и следовательно, имеем &(х) =0. 

На основании сказанного в 6 6545 эта задача не может допускать 
более одного решения. Чтобы доказать существование этого решения, 
можно воспользоваться методом, аналогичным методу Неймана ($ 513), 
и попытаться представить искомый интеграл в виде суммы Ффунк- 
ций Ф (х, у) ($ 544). Для этого положим: 


ибо 


[ } 
„= |" В аа | 
. (у—1)2 м 


— ив 
чи ат, 


+ = 
= —. 

+ 

= 

© 


(у— 1)? } 


* Из этого предположения можно вывести следствие, аналогнчное указанному 
{в сноске на стр. 167), для обобщенной задачи Коши. Пусть требуется найти ин- 
теграл и (х, у, удовлетворяющий условиям Коши (40) и определенный только по 
одну сторону от дуги аналитической кривой АВ, на которой заданы значения. Эта 
задача вообще неразрешима, если функции $ (у) иф(у) — произвольные непре- 
рывные функции. 

В самом деле, пусть и! (х, у) есть интеграл, правильный по ту же сто- 
рону от дуги АВ и удовлетворяющий первому условию Коши ($ 547); разность 
и(х, у! — в (х, у), равная нулю вдоль дуги АВ, может быть продолжена в дру- 
гую сторону и, следовательно, 


Зи Фи _ дл 
ое ах 70) 


должна быть функцией от у класса 2 вдоль всего отрезка луги АВ, не заключаю- 
щего концов, 
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гле м и и, — функции, непрерывные в интервале (й,/), которые нужно 
определить. На основании доказанного выше и(х,у) есть интеграл, 
правильный в области О и раввый нулю вдоль АВ. Когда точка (х, у) 
приближается к точке (Х, У} луги АБ, оставаясь направо от этой дуги, 
и (х,у) должна стремиться к (7), для чего необходимо, чтобы имело 
место соотношение [формула (28)]: 


х ) 
. —_. м-р 
рить | ое чо д | 
я (7—1) 42) 
У 
й у) — Уи 8 
+ вы. 4 = (У). | 
я (У—*)?2 | 


Точно также, отмечая, что и(х,у) стремится к (У), когда точка 
{х, У} стремится к точке с ординатой У луги ВЕ, оставаясь налево от 
этой дуги, получим вполне аналогичное соотношение: 


У 
" . я. | р 
—2У пы, + ри 00 —ы®) ее ЗУ @1-| 
, |: (Уи: 
г У)— -ем 
мо ( т и Пе ЧУ) ==, (У). (43) 
ше У— т)? 


Два соотношения и и (43) образуют систему интегральных урав- 
нений вида: 


у ы 

№ (ИН ва (9) К (У, 1) Чи \ и (1) К, (т) @п==Р, (У), 
й Я 
У У 


(У -\ в: (0) Я, (У, па -Ё\ в, 0) Н, (У, )4п==Р(У), — (44) 
я Я 
где К,К., Ну, Н,, Е;, Р» суть заданные функиин, а м}, И, — неизвесгвые 
функции. В следующей главе будет доказано, что эта система, при из- 
вестных условиях, когорые здесь выполнены, имеет решение и притом 
единственное. 
В есто того чтобы задавать значение нензвестной функции в каждой 
Зи 
точке дуг АБ, ВЕ, можно задавать значение 5х или, общее, предполо- 
х 


жить, что на каждой из этих дуг известно значение и(х, у), или эза 
функция удовлетворяет соотношению вида: 


Ау) и), (45) 
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где } (у) и/(у} — известные функции от у. Мы опять приходим к системе 
двух интегральных уравнений вида (44), выражая неизвестную функцию 
в виде суммы функции типа Ф(х, у} и функции типа $ (х.у) или суммы 
двух функций Ф(х, у) ($ 544). Достаточно заменить в формуле (41) 
функцию 4 (х,ъ) функцией Ф\(х, у), определенной при помощи ин- 


теграла, взятого вдоль той из дуг, для которой неизвестная функция 
эф 


удовлетворяст соотношению внда (45), и заметить, что 3х представляет 


функцию 1 (х, у). Применяя соотнощевие (28) также приходим к си- 
сгеме двух интегральных уравнений. Мы решали непосредственно залачу 
этого рода в 6 488. ибо уравнение (35) (стр. 97) отличается от урав- 
нения (1) только обозначениями. Так как полученное решение является 
нечетной функцией от г, то из данных задачи мы знаем значение не- 
известной функции © в интервале (— А, + А) при #==0 и, кроме того, 


99 
мы имеем линейное соотношение между 5 и 9 при г=-- А. 
9и 


Рассмотрим область Х, образованную частью полосы, которая зак- 
лючена межлу двумя характеристиками и расположена вправо или влево 
от дуги Г, определяемой уравнением х-=у(у}. Предполагая, что одна из 
дуг АЕ, ВЕ черт. 98 бесконечно удаляется, приходим как к предель- 
ному случаю, к следующей задаче: Определить интеграл, правильный 
в области Х и равный нулю вдоль части характеристики, ограни- 
чивающей эту область снизу, зная значение этого интеграла в каж- 


. ди 
дой точке дуги Т или зная, что п, а также ,, ‘удовлетворяют на дуге Г 
9х 


соотношению вида (45). 

Мы опять постараемся выразить неизвестную фупкцию и (х, у) в 3а- 
висимости от условий. через функцию Ф (х, у) или через функ- 
цию Ш (х, у), что приводит к одному интегральному уравнению для 
определения вспомогательной нензвестной, стоящей под знаком итегралз. 
Возьмем, например, первый случай и положим: 


У у (1 [< — УТУ 
— (п) 
ау 09 пе а; 
т (уп? 


функция м (1) определяется иитегральным уравнением 


У, (У) — У (1 
— (у [р - 
+2 Ино + | В 9 у. = (46) 


й (уп 2 


Это уравнение немедленно разрешается, если кривая Г обращется в от- 
резок прямой х==х,, ибо тогда имеем { (у) =) (1), откуда следует 
2 рты (у) = (У). Этот результат уже был отмечен в конце $ 544 

Решение этих различных задач можно также привести к определению 
интеграла сопряженного уравнения, нграющего ту же роль, что функция 
Грина. Для определенности ограничимся первой из этих задач, т. е. 
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случаем, когла задаются значения и на контуре ЕАВЕ (черт. 98), при- 
чем вдоль АВ этот ингеграл равен нулю. Если бы были известны также 
значения зи на дугах АЕ, ВЕР, то значение и в некоторой точке (х, у} 


области О определялось бы формулой (35), которая здесь принимает 


ВИД: 
х— 2 


1 е | Га х—* .] 
и (х, у) = — = и (&,г) — 14 и 4: ‚.. (47 
(РА- В®) 
Пусть 2(х, у; &, 1) — интеграл сопряженного уравнения 


я, 98 
51 9> — 0 
322 дп у 


зависящий от лвух параметров (х, у), правильный внутри контура РАВО, 
равный нулю в каждой точке отрезка Р@) и принимающий на дугах РА 
и ВО те же значения, что 


Так как обе функции и (1,1), © (х, у; т) правильны внутри контура 
АВОРА, то общая формула {30) дает (так как и —=0 вдоль АВ и в =0 
вдоль РО): 
1 . 
2". 
(РА- 80) 


98 


0 — ы ат -- их а}. (48) 


ди 
8, т) Е фи (6) 


а 
<& 
Вычитая почленно равенство (48) из (47), мы видим, что - » ИС- 
9% 
чезает на основании предположения относительно значений & на дугах АР 
и ВО, и остается 


| З Е 
и (х,у-= сут (2,1) | т. е © 1 = 
п 5 — 
. 2(у— 1) 
(РА В®) 
1 ‚ 94 
— ИЕ и (3,1) Е ат, (19) 
(РА ^^ ВО) 
если положить: 
т ам 
В (х, УЛ ==а(х, У; 1) — Фе 40%. (50) 
Ру—1 


Здесь ясна аналогия между формулой (49) и формулой (37) (8 518}, 
дающей решение задачи Дирихле. 
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ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 
1. Условия, полученные в $ 514 для коэфициентов функции Р(х), 


М п! 
аа. 1)! 


| М т 
[42 < прп (дп)! * 


|1 |< 


могут быть преобразованы, как указано ниже. Надример, первое условие может 
быть написано в виде 


ро М МИ т. 
у би бя); 


заменяя п! и (2п)! их асимптотическими значениями приходим к неравенству 
вида 


21.-—— 1. 

№ [ан < —_з 

И2п 

гле Г. не зависит от п. Совершенно подобное неравенство имеем для радикала 


2-1 


; ИИ 
ал -а и следовательно, произведение и *’ са», остается ограниченным 


(Ге Воих, ВиЦени 4ез Зйепсез татетайдиез, 4. ХХ, серия 2, 1895, стр. 127). 
2. Для того чтобы получить предел интеграла ($ 543) 


а —_ а 

= | р е 4% 4 (@>0), 
) Ту 
6 


когла хи у стремятся к нулю, пишем этот интеграл, полагая Е=х+2ИуЕ 
ь виде: 


ах ах 
2иу с 27у 
. _в ДА . — в 
1=2 \ е #82 \е 4-42 \ ее 
= _ о 
2Иу 2 у 


Когда х и у стремятся к нулю, второй интеграл стремится к и а, но пер- 


02 х ^ 
вый интеграл имеет предел только в случае, если ,_— стремится к пределу 2), и 
У 


0 
а . 
этот предел равен2\е — @.От этого частного случая легко перейти к общему 
—. 
случаю, где под знаком интеграла входит множителем функция ® (2). 
3. Когда на черт. 98 кривая АЕ представляет отрезок прямой, то можно 
уничтожить в формуле (35) часть криволинейного интеграла, взятого вдоль АР, 
[1 
зависящую от-.:. 
Пусть (2х4, у} — координаты точки /ИМ!, внешней по отношению к области В 
и имеющей ту же ординату, что точка М (х, у}; так как функция О (х, у; & т} 
правильная в этой области, то на основании общей формулы (30) имеем: 


ШБ 


е 39-ъ Е, ди ; х.—Ё р 
от м и (2 м | ==0. 35 
УЕ ме ат —и (51) “| 0 (35') 


РАОВ 
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Для того чтобы, комбинируя два соотношения (35) и (35'), можно было исклю- 
и р 

чить значения „= вдоль АЕ, достаточно выбрать два числа х; и К так, чтобы вдоль 

всего отрезка АЕ имело место соотношение 


и — 5 — (д, — 2 —=4К (ум. 


Но, рассматривая (1, л) как текущие координаты, мы видим, что это уравнение 
представляет прямую линию. Для того чтобы отрезок АЕ принадлежал к этой 
прямой, достаточно выбрать на продолжении отрезка РО точку М! (х; у), симмет- 
ричную с М по отношению к точке Р, и затем определить постоянную К, срав- 
нивая, например, угловые коэфициенты. 

4, Если и (х, у} есть иптеграл уравнения (1), то то же самое имеет место для 
функции 


и (х, м == | нах + ду. 


ди . 
Значения эх. на дугах АЁ, ВЕ (черт. 98) равны значениям и на этих дугах. 


5. Когда дуга АЕ ‘черт. 98} представляет отрезок прямой х = м, и луга ВЕР 
отодвинута вправо в бесконечность. фуикция Грина © (х, у; +, т) для точки (л, у» 
расположенной вправо от АЕ внутри полосы, заключенной между двумя характе- 
ристиками, проходящими через точки А и А, имеет внд: 


Вывести отсюда результат, полученный в конце $ 544, 


УКАЗАТЕЛЬ* 


(Цифры обозначают страницы настоящего полутома) 


Абеля теорема 98 

Адамар (Набатага) 41, 87, 
140, 169, 189, 196, 199 

д’Адемар (О’Надетаг4) 135, 137, 140 

Альтернирующий метод Шварца 177 

Аналитические интегралы 245— 248 

Аналитическое продолжение гармониче 
ской функции 164—167 

Аппель 214, 243, 245 

Асимптотические ряды 42— 44 


Бернштейн 194 

Бернулли способ 113 
Бесконечно-близкие интегралы 19 
Бесселя уравнение 130 

Бетти 243 

Блок 243 

Боджио (Возе1ю) 202 

Брунс 210 

Булиган (Вонйеапа) 147, 174 
Буссинэ (Воц$$1еза) 87, 55 


Рариации постоянных 84 
Вейерштрасс 169 

— теорема 88, 97, 222 
Внещняя задача 179, 180, 217 
для шара 219 
Внутренняя ‚задача 180, 217 
для шара 218, 219 
Волна правильная 109 
Вольтерра 88, 135, 140, 243 
— способ 137 

Вполне линейные ур-ния 74 
Вспомогательная система 9 
Выметания метод 174, 242 


Гармонические функции 143—148, 155, 
156, 159, 164—166, 168 . 

— — в окрестности изолнрованной осо- 
бо! точки 146 

Гармонические функции 
переменных 145 

— -— трех переменных 204—206 


комплексных 


110, 133, 135. 


Гарнака теорема 162, 220 

Гаусса интеграл 210 

— формула 237 

Гедрик (Неанск) 196 

Гильберт 196 

Гидерболическое уравнение 82, 167 

Гиперповерхность 79, 80 

Гиперсфера 33 

Главный интеграл 85, 88 

Граничные задачи 267, 270 

— условия 112 

Грина формула 89, 261, 263 

— — вторая 158—154 

— функция 184—189, 229—230, 272 

для уравнения эллиптического 
тила 194, 196 

Гурса 45, 57, 108, 133 

Гюгонио (Нивошой 65, 110 

— задача 142 


Дарбу 9, 68, 71, 114, 124, 142 

— определение общего интеграла 47 
Дини (Ош) формула 202 

Дирихле 40 

— задача 87, 157, 168, 169 

— — для выпуклого контура 173 

— — для кольцеобразной области 202 
— — обобщенная 174—176 
Доминанта 10 

Дуга аналитической кривой 164 

— правильная 164 


Жаме 142 
Жевре 243 


Задача Глогонио 142 

— Дирихле 87, 157, 168, 169 

— — для выпуклого контура 173 

— — для кольцеобразной области 202 
— — обобщенная 174—176 

— Коши 16, 121 

— — для ур-ния Лапласа 76, 77 


* Полробный именной и предметный указатель ко всему „Курсу математического 
анализа“ Э. Гурса будет дан в конце Ш лома. 


18 Гурса, т. ТЫ, ч. 1. 
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Задача Коши для ур-ния распространения 
звука 87 

— — для ур-ния 2-го порядка с 2-мя 
независимыми переменными 51 

— — — — 2-го порядка с лм перемен- 
ными 79 

— — — — гиперболического и парабо- 
лического тилов 86 

Задача Неймана 198 

для окружиости 201 

Задача о кольце 96—97 

— изученная Фурье 99 

Задачи граничные 267—270 

Заремба (Гагешба) 175 


Инварианты 67 

Интеграл Гаусса 210 

— как функция начальных 
8 


значений 


— Пуассона 157—162 
— аналитический 245—248 
— аналогичный потенциалу 
255—260 
— зависящий от прерывных функций 85 
— равномерно-сходящийся 149 
Интегральное ур-ние 85, 171 
Интегрнруемые комбинации диф. ур-ний 
характеристик 58, 59 
Интегро-диференциальное ур-ние 142 


Канонические ур-ния гинперболического 
тила 74 

— — эллиптического типа 74 

— — параболического типа 74 

Канонический вид ур-ний в вариациях 
35, 36 

Кельвин 205 

Кирхгофф 135 

Кирхгоффа метод 88 

Колебания струны 112 

Конормаль 137 

Конус характеристический 137 

Конформное отображение 181—183 

Коттон 14, 31, 41 


Коши 98 
— задача 121 
— — для ур-ния 2-го порядка 


45 — 49 
— — - < Лапласа 76, 77 
— _—_ —__ распространения звука 87 
— общая теорема существования для 


ур-ния с частными производными 
2-го порядка 45 
Кулон 135 


Лагранжа теорема 40 

Лапласа уравнение 143, 167, 204 
— функции 220—221 

Лебег (1.еБезвие) 147, 178 * 


Леви ([е\у) 248 

Лежен-Дирихле 236 

Ле-Ру (1е Воих) 85, 271 

Ли 78 

Линейные ур-ния с постоянными коэфи- 
циентами 85, 86 

Лиувилля теорема 159, 220 

— ур-ние 64 

Лихтенштейн 151, 194 

Логарифмический потенциал 232 

— — двойного слоя 152 

— - простого слоя 151 

Ляпунов 33, 41, 42, 44 


Метод выметания 147, 242 

— Неймана 225—228 

— — для сферы 228 

Метод Пикара 193 

-- последовательных приближенных 9, 
10—11, 121, 122, 138, 171 

Минимальные поверхности 78 

Мольк 203 

Монжа Ампера ур-ние 51 

Монтель 183 


Начальные условия 112 

Неймана задача 198 

— — для окружности 201 

— метод 225, 228 

— — для сферы 228 

— способ 170 

Нормальные производные 
простого слоя 237- 240 

Ньютонов потенциал 231—242 

— — дройного слоя 241 

— — простого слоя 206, 209 


потенциала 


Общие свойства вполне линейных ур-ний 
84—87 

Определенная отрицательная форма 33 

— положительная форма 33 

Одределение интеграла по данным Коши 
100 

— — по его значениям вдоль двух кри- 
вых 107 

Определение интеграла по его значениям 
на двух характеристиках 114 

Особые интегралы 56 

Отображение конформное 181—183 

Охлаждение сферы 97—98 


Параболическое уравнение 243 

Иараф 174, 189 

Пенлеве 9, 41, 205 

Первый интеграл 57 

Периодические решения 28—30 

Петрини 235 

Пикар 24, 30, 44, 97, 98, 114, 139, 
143, 147, 183, 196, 220, 222 

Пикара метод 193 


133, 


УКАЗАТЕЛЬ 


Пикара теорема 147 

Племели (Р!етеН) 240 

Плоские волны 93 

Поверхности Иоахимсталя 77 

Поверхности Мон ка 77 

Потенциал двойного слоя 209—211, 241 

— логарифмический 232 

— — двойного слоя 152 

— -— простого слоя 151 

Потенциал объема 231—284 

— простого слоя 206—205 

— сферический 88 

Правильная волна 109 

— дуга 164 

— часть поверхности 206 

Правильные функции 243 

Правильный интеграл 100 

Преобладающая функция 10 

Преобразования Лапласа 68—71 

Приводимая система 41 

Принцип Дирихле 168, 169 

Производные нормальные 
простого слоя 237—240 

Производная по данному направлению 135 

Промежуточные интегралы 57—62, 66 

Прямолинейные дрижения газа 65, 108 

Пуанкаре 9, 30, 42, 44, 98, 174, 238 

Пуанкаре лемма 242 

— основнах теорема 9 

— теорема 22, 24—27 

Пуассон 87, 243, 255 

Пуассона интеграл 157 — 162 

— формула 234-236, 250—255, 263 — 265 


потенциала 


Равномерно-сходящиеся интегралы 149 
Распространение волн 82—84 

— звука в пространстве 83 

— тенла в неограниченной среде 93—96 
Рассеяние звука 92 

Риман 120, 124, 167, 168, 169 

Римана способ 126 

— уравнение 142 

-- функция 118, 123, 128, 138 

Ряд Фурье 161 


Смешанные задачи 104, 197 
Сопряженное уравнение 124, 129 
Способ Бернулли 113 

— Вольтерра 137 

— Неймана 170 

-- Римана 126 

Сферический потенциал 88 


Таннери 203 
Тедоне 135 
Теоремз, обратная теореме Лагранжа 41 
— Шварца 266 

Теоремы — отиосительно 


стойчивости 
общие 33—35 у 


275 


Теплопроводности уравнения 254—255 
Типы линейных уравнений 71—74 


Уравнение Бесселя 130 

— гиперболического типа 72, 82, 167 

звука 87 

интегральное 171 

Лапласа 143, 167, 204 

Лиувилля 64 

Монжа-Ампера 61 

отнесенные к характеристикам 73 

параболического типа 72, 243 

Риккати 64 

Римана 142 

сопряженное 124, 129 

с постоянными коэфициентами 130 

телеграфное 130 

теплопроводности 254—255 

фронта волны 83 

эллиптического тида 72 

— в вариациях 9, 23—24 

Условная устойчивость 32, 42, 43 

Устойчивые и неустойчивые решения 
30—32 

Устойчивость и неустойчивость 36, 39, 
40, 42 

Устойчивость в прошлом ив будущем 41 

Устойчивость равновесия 40—41 

— условная 32, 42, 43 


О В ЗО О О О О ВВ АВ 


Фату 161 

Формула Гаусса 237 

— Дини 202 

— Пуассона 234—286, 250—255, 263 —265 

— среднего зпачения для гармонических 
функций 214 

Фундаментальное решение 248—249 

Функции гармонические 148—148, 
156, 159, 164—166, 168 

— — от трех переменных 204—206 

— класса |, 258 

— — 2, 258 

Функции Лапласа 220—221 

— Грина 184—189, 229—230, 261 —263, 272 

— — для уравнения эллиптического ти- 
па 194—196 

— правильная 245 

— — в бесконечности 216 

— — и равная нулю в бесконечности 216 

— Римана 118, 123, 128, 138 

Фурье 96, 243 

— ряд 161 


155, 


Характеристика свойств 58—55 
Характеристики 48, 51—54 

— ур-ний с п переменными 79—82 
Характеристические кривые 55, 72 
Характеристический конус 137 
Характеристическое многообразие 52 


276 УКАЗАТЕЛЬ 


Характеристическое ур-ние системы 36 Шлефли 243 
Хольмгрен 243, 257, 258, 266 Шмидт 210 


Эллиптический тип ур-ния с” перемен- 


, —92 
Цилиндаризеские волны 91—92 ными 81 

И Элемент соприкосновения 50 
Швари 165, 174 Элементов многообразие 50, 51 


Элементы соединенные 50 


Шварца альтернирующий метод 77 
— теорема 266 Явление Римана-Гюгонио 119 


